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L 从 微分 观点 看 拓扑 


在 培 基 - 巴 布 (Page-Barboum) 讲 演 基金 会 的 资助 下 , 这 些 
讲演 于 1968 年 12 月 在 弗吉尼亚 (Virginia) 大 学 发 表 . Hep 
介绍 了 拓扑 学 初期 的 某 些 论 题 ， 这 些 论题 是 以 1912 年 
L. E. J. Brouwer 的 映射 度 的 定义 为 中 心 的 ， 然而, 我 们 用 
的 是 微分 拓扑 的 方法 而 不 是 Brouwer 的 组 合 方法 ， 正 则 值 
的 概念 以 及 断定 每 一 光滑 映射 都 有 正则 值 的 Sard 定理 和 
Brown 定理 在 本 书 中 起 核心 作用 . 

为 陈述 简单 起 见 ， 所 有 的 流 形 都 取 为 无 限 次 可 微 的 并 且 
明确 地 嵌入 在 哆 氏 空 间 中 的 流 形 ， 少 量 点 集 拓扑 学 和 实 变 理 
论 的 知识 是 众所周知 的 , 在 此 不 予 叙 证 . 

J. W. M. 


1965 年 8 月 干 新 泽 西 州 
HRM 


e Ze 


$1 光滑 流 形 和 光滑 映射 


， ”首先 说 明 一 些 术 语 ， RY Zeon kh EK RA, 于 是 一 个 点 
we 全 是 实数 的 一 个 重组 $= (ay, ++, t). 

HUCK, VOR BEAR. MRM BV BS 
(写作 f. U0 了) 的 所 有 偏 导 数 Of /Ox,,---On,, 都 存在 且 连 续 ， 
则 称 耻 为 光滑 映射 . 

更 为 一 般 的 情形 ， 设 及 CY 以 及 了 CR 为 欧 氏 空间 的 
ERTE, J: XY WRU PROP CCX, 存在 着 包含 的 
FEUCH 以 及 光滑 映射 『,U 一 尺 ， 使 得 与 在 UN 了 
上 是 一 致 的 , 则 称 了 为 光滑 映射 . 

如 果 f. XY 与 9. 了 ->2 REIN, RBA RH 
gof: X-Z 也 是 光滑 的 。 任 一 集合 的 恒 同 映射 显然 是 光 
TAA. 

EM WR S XY WX 同 胚 地 变 到 了 上 , 并且 
J Sf? 两 者 都 是 光滑 的 , WKS HRD Fe, 

现在 可 以 粗略 地 说 ;微分 拓扑 学 是 研究 集合 下 己 BB 在 
微分 辣 胚 下 不 变 的 性 质 的 学 科 . 

在 此 ,我 们 不 想 去 考察 那些 完全 任意 的 集合 X, MAF 
述 定义 挑选 出 特别 引 人 注 具 和 特别 有 用 的 一 类. 

定义 设 MCR, WRE— Boe M MA LAR 
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WAM 微分 司 胚 于 欧 氏 空间 R™ SE — FI FRU, 则 称 M 
为 m 维 光滑 流 形 . 
任 一 特定 的 微分 同上 是 g: UNSW OM BW KRW OM 
的 一 个 参数 化 ( 道 微 分 同 有 是 g WN MoU AWM E 
的 一 个 坐标 系 ). 
有 时 ,我们 必须 考察 零 维 流 形 。 根据 定义 ， 如 果 每 一 个 
sE M AAR WM H oik AHER, W 型 是 零 维 流 形 . 
例 HSA BaP ty+ P-L AG, yć, 2) eR am 
的 单位 球 S? 是 2 维 光 滑 流 形 ， 事实 上 , Bo ty<i ht, 微 
Sy FAR 
(7, DL, y, V1-#—-¥) 
将 S? p > HERSART. ARs, 从 2 以 及 改变 蛮 
量 符号 的 办 法 ， 得 到 w>>0 y>0, 2<0, 9%<0 以 及 2<0 的 区 
域 类 似 的 参数 化 .由 于 这 些 区 域 覆 盖 S53， 所 以 S? 是 一 个 光 
滑 流 形 . 
更 为 一 般 的 情形 是 ， 由 所 有 满足 玉 避 =1 的 点 (mr，…， 
tq) E R" 组 成 的 球 S" Eni 维 光滑 流 形 ， 例如 SC 是 
出 两 个 点 组 成 的 流 形 ， 
光滑 流 形 的 一 个 多 少 有 点 不 规整 的 例子 是 所 有 满足 条 件 
wz 关 0 Al y=sinGd/a) KR (2, WER HRA, 


切 空 间 和 导 射 


为 了 对 光滑 流 形 间 的 光滑 映射 f. MON 定义 导 射 dfs 
的 概念 , 首先 将 每 一 点 ZE MCR 联系 一 个 m 维 线性 子 空间 
TM.CR, 并 称 之 为 到 在 点 2 处 的 切 空间 然后 ,dy 将 是 
一 个 从 了 Me。 到 YNv 的 线性 映射 ， 其 中 y= 了 f(z)， 向 量 空间 
TM: 的 元 素 称 为 M 在 点 处 的 切 向 时 。 
， 4. 


人 们 直观 地 联想 到 R 中 的 在 点 4 附近 最 好 地 逼近 M 的 
m EREM, TM, 便 是 既 通 过 原点 而 又 平行 于 上 述 超 平面 
的 超 平 面 (参看 图 二 和 图 分 . 类 似 地 ， 人 们 联想 到 从 A o Ak 
的 切 超 平面 到 点 9 处 的 切 超 平面 的 、 最 好 地 逼近 f 的 非 齐 次 
线性 映射 ， 把 这 两 个 超 平面 都 平移 到 原点 去 , 便 得 到 dfe. 


1 M 中 区 域 的 参数 化 


在 给 出 实际 定义 之 前 ， 必 须 研究 开 集 间 的 映射 这 一 特殊 
WUE. 对 于 任意 开 集 UCR*， 声 空间 TU, 定义 为 整个 向 量 
A Fr， 对 于 任 一 光滑 映射 U>V, Sat 

dfr RR 
用 下 列 公式 定义 ， 当 zwE€U, he F, 
dfa (h) =lim( f (vt+th) —f(@))/t, 


BR, dfe fe h Ee, (Rink, df. 恰好 是 与 在 点 
s Ab BEE I — Bhd SB Ux Ae 阶 和 矩阵 (8f1/6w1)s 相应 的 线性 
映射 .] 
下 面 是 导 射 运算 的 两 个 基本 性 质 : 
1. GAID ÆJ: U>V Aig, VOW 都 是 光滑 映射 ， 
f@)=y, 则 
dgof oe=dgyodfs. 


BZ, BA RY Re 的 开 子 集 之 间 的 光滑 映射 的 每 一 个 可 交 


换 的 三 角形 
多 
了 \ 
U w 
gef 


对 应 着 一 个 线性 映射 的 可 交换 的 三 角形 


a 
2. 著 工 为 0 OR, WL, RY 的 恒 同 映射 更 
为 一 般 的 情况 是 ， 如 果 UCU’ 都 是 开 集 , 并且 
4, UU’ 
为 包含 映射 , 则 dfs 也 是 B® ye Aw. 
还 要 注意; | 
3. # L, >R 为 线性 映射 , 则 ds 一 五 
作为 这 两 个 性 质 的 简单 应 用 ,有 下 述 论断 : 
论断 车 是 开 集 UCBr 与 PCR 之 闻 的 微分 同 是 , 则 
b 必定 等 于 1 并 且 线 性 映射 
dfa, RR 
Dh 2 J AE LES 
证 明 RARP SEU RH, a df odfa 
是 Br? 的 恒 同 映 射 。 类 似 地 , died fy R HOt DH, 
于 是 dfa 有 双边 的 道 , 因此 推 得 b=, 
这 一 论断 的 部 分 着 命题 为 真 ， 令 f: UR 为 光滑 映射 ， 
PU X 三 中 的 开 集 . 
反 函 数 定理 ”如 果 导 射 dfa BR Bae BALM, 则 了 将 
« 6 o 


HSE @ 的 任 一 充分 小 的 开 集 太 微 分 同 胚 地 上 映 到 开 集 (U7”) 
E. 
(W, Apostol[2, p. 144] 或 Dieudonné[7, p. 268].)® 
注意 ， 即 使 在 每 一 点 处 ，dfs 都 是 非 退 化 的 , 在 大 范围 内 
了 了 却 可 以 不 是 一 一 的 .一 个 有 意思 的 例子 是 复 平 面 到 自身 的 
指数 映射 .) 
SIEM ERR MCR ENH è TM, 选取 M 
中 的 邻 域 9 的 一 个 参数 化 
g: V>MCR* 
g) =v, 此 处 口 是 Bm" 的 开 子 集 ， 将 g 认 作 是 从 品 到 hs 
的 映射 ， 所 以 导 射 
dgu: R"—>R* 
BAN. rTM, 等 于 dg 的 像 dgu (R (SMEL). 
我 们 必须 证 明 这 种 构 作法 不 依赖 于 参数 化 g 的 特殊 选 
W. Gh VMR A MHH @ fy SBR A) A Sb — 
个 参数 化 , BA v=h (e), Il Aog 将 &% 的 某 一 邻 域 D; 微 
Fy AE HR BY o 的 一 个 邻 域 矿 上 ， 开 集 间 的 光滑 映射 的 交 
换 图 表 i 


O pp SS AG II $1 AG 1.5.—— RE 


而 由 此 直接 推 得 dg. 的 像 等 于 叹 。 的 像 , BI 
Image (dga =Image (dh), 
于 是 , 了 Ms 是 完全 确定 的 . 
证 明了 TPM, 是 m 维 向 量 空间 ， 因 为 
g*;g9U)-U 
是 光滑 映射 ,所 以 可 以 选取 一 个 包含 2 REW RRA 
WBA F, WoR", t FEWN ELS Gg 一致 。 令 Do 
=9 W Ng U), Ril A HR 


wW. 
YON 
vB Son 
Rt 
a7 Ne 
po ERN Nn 


K-ARBRAS dgu RA m, AMER TM, 为 m 维 . 
现在 考虑 两 个 光滑 流 形 MCR ANCR, WRG k 


因此 有 交换 图 表 


射 
J:M>N, 
并 设 foe) 一 引导 射 
df, TM; >TN, 
定义 如 下 : 由 于 了 是 光滑 的 ,所 以 存在 着 包含 = HRW 以 
REWNM BA SF BG PRS 
F, WR’, 

WTA eCTM,, 定义 dfe) $F AF, (0), 

为 了 验证 这 一 定义 ， 必 须 证 明 dP, (v) RT TN, Ff AS 
依 束 于 也 的 特殊 选取 ; 
. 8 。 


XIF © AY SBI g OA y OBAT) Bee BS Be te 
gU>MCR* 和 h.V— NR, 
如 果 必 要 的 话 , HOA BIR A RU, AEM gUc 
W, 以 及 了 将 g( 口 ) 映 到 (VP) 中 ， 从 而 
htofog, U>V 
是 完全 确定 的 光滑 映射 
考虑 开 集 间 的 光滑 映射 的 交换 图 表 


F p 
o 
-i ofo 
U KI ofeg V 


取 导 射 , 得 到 线性 映射 的 交换 图 


dFe 


Re R 


和 下 
Bn Ifo) Br 
Hh u= gw); v= y), 
这 立即 推出 CP, Hf TM: = Image (dgu) Æ 8) 
T’N,=Image(dh,) 
中 .从 而 得 到 的 映射 dfs 不 依赖 于 妈 的 特殊 选取 , 因为 绕 着 
图 表 的 底部 走 能 得 到 同一 个 线性 变换 , 此 即 
Uf a= dhyod (h "of og) uo (dgu), 
这 就 证 明了 dfa; T Ms—>TN, 
是 完全 确定 的 线性 映射 . 
象 前 面 一 样 , 导 射 运算 具有 两 个 基本 性 质 : 
fE) =y, 


d(gof)e=dgydfe, 


图 2 子 流 形 的 切 空间 

2. 若是 M 的 恒 同 映射 ， 则 dT. 是 了 M。 的 恒 同 映射 
更 一 般 些 , 如 果 MCN, i BRA, W TALC Ns, dis 也 
是 包含 映射 (参见 图 2), 

证 明 是 简易 的 . | 

象 前 面 一 样 , 由 这 两 个 性 质 可 导出 如 下 论断: | 

论断 AS MON ABD, W dfa TMT, 是 
向 量 空间 的 同 构 ， 特 别 ，M 的 维 数 必定 等 于 N 的 维 数 . 


正则 值 


Bf; MoN 为 维 数 相同 的 * 两 个 流 形 之 间 的 光滑 映射 . 

如 果 在 © M Mbt df, 是 非 赔 化 的 , 则 称 2 是 了 的 正则 点 ， 
这 时 , 从 反 函 数 定理 推出 了 将 M 中 的 某 一 邻 域 微分 同 胚 地 
BRE) NV 中 的 一 个 开 集 上 ， 对 于 9%E 人 ,如 果 Sw ASE 

则 点 , BBA y 称 为 正则 值 ， 
FF dfe 是 晓 化 的 ， 则 e 称 为 了 的 临界 点 ， 并 且 像 Fo 
KERA. 于 是 每 一 点 yEN EAEE N M 
rw Nee A A TAE, 

E: S@MARMHHAYCN 是 正则 值 ， 则 广 1(y) 

是 有 限 和 (可 能 是 空 集 )。 这 是 因为 : 一 方面 , 在 任何 情况 下， 


”在 88 中 这 一 限制 将 取消 ， 一 一 原 注 
» 10» 


了 (9) 作为 紧 致 空间 的 闭 子 集 总 是 紧 致 的 ; 另 一 方面 , 由 于 了 
在 每 一 点 zE 广 :( 作 的 某 一 邻 域 中 是 一 一 的 ， 因 ft) 是 
离散 的 . 

对 于 光滑 映射 S: MN, Hp M 是 紧 致 的 , YE VW EE 
则 值 ， 我 们 定义 HS QA 了 人) 中 点 的 个 数 。 首先 注意 : 
ETOR y 的 函数 (其 中 yy 只 到 正则 什 ! ) 是 局 部 常 值 的 ， 
即 存在 着 4 的 一 个 邻 域 了 CN， 使 得 对 于 任意 WEF BA 
ESTUDO =E. DE n ee, o H STORER, 选 
取 这 些 点 的 两 两 无 交 的 邻 域 4， e Urn BERENS A 
被 了 微分 同 胚 地 映 到 六 rp Fee ARI Vy, Va 上 .于 是 可 
取 

V=ViNVan e NTVf MU UD.] 


代数 基本 定理 


作为 这 些 概念 的 一 个 应 用 ， 我 们 证 明代 数 基本 定理 ， 每 
一 个 非常 值 的 复 多 项 式 PO) WEA PER, 
为 了 证 明定 理 ， 首 先 必 (0, 0D 


TCE Can eben pe 
形 ， 考虑 单位 球 SzC Re 以 人 人 Ar 
及 从 的“ 北极”(0, O, 1) NO O A 
出 发 的 球 极 投身 图 83“ 球 板 投身 
hy. 8?-—{(0, 0, D}—R?x 0c R” 

( 见 图 8), RIKE Xx0 与 复数 平面 看 成 一 样 ， 从 Raxa 
到 自身 的 多 项 式 映射 卫 对 应 于 从 5? 到 自身 的 一 个 映射 户 
其 中 

f@)=“hP Phila) (wr (0, 0, 1)); 

f(0, 0, 1)= (0, 0, 4), 


省 th « 


众所周知 , 得 到 的 映射 了 是 光滑 的 , 即使 在 北极 的 一 个 邻 
域 中 也 是 如 此 , 为 了 看 清 这 一 点 , 我 们 引进 从 南极 (0, 0, —1) 
出 发 的 球 极 投射 A, HA 

QG) 一 六 JRI), 
注意 ， 根 据 初 等 几何 , 有 
hha (2) =2/|2|?=1/2, 
WA 
P (2) 一 Co2 + ay" +--+, (a4), 
则 通过 一 个 简短 的 计算 , 可 得 到 
Q(z) =2"/ otat Hanz"). 
TÆ Q E O0 的 一 个 邻 域 中 是 光滑 的 , 这 就 推出 =A 在 
(0, 0, 1 的 一 个 邻 域 中 是 光滑 的 . 

EK, HR: f 只 有 有 限 个 临界 点 ， 因为 P REAK £ 
项 式 P (2) 一 oo 的 零点 处 才 不 是 局 部 微分 同 胚 , 且 由 
FP PASTS, 它 只 有 有 限 多 个 零点 .了 的 正则 值 的 集 
合 是 除去 了 有 限 个 点 的 球 , 因而 是 连通 的 ， 所 以 , 在 这 个 集合 
上 局 部 常 值 函数 Hf") 自然 应 当 是 常 值 的 ， 因 为 HS 7G) 
不 能 处 处 为 零 ， 所 以 我 们 断定 它 无 处 为 0， 于 是 了 是 一 个 在 
LAS BRST, AMET POLARA. 


$2 Sard 定理 和 Brown 定理 


一 般 地 说 ， 如 果 希 望 光 滑 映 射 的 临界 值 的 集合 总 是 有 限 
的 , 那 就 太 过 份 了 . 但 是 , 在 下 述 定 理 所 说 明 的 意义 下 , 这 个 
集合 是 “微小 的 "。 这 个 定理 是 由 A. Sard 于 1942 ERE A. . 
P. Morse 较 早 的 工作 之 后 证 明 的 . (Œ [80], [24], ) 

定理 HS UR 为 定义 在 开 集 VC 本 上 的 光滑 映 
射 , 并 令 

C={2eU | dfa HR <n}, 

则 SORRE Re 中 的 Lebesgue WEAR”. 

因为 零 测 集 不 能 包含 任何 非 空 开 集 , 因而 余 集 "一 了 (0) 
必定 在 R 中 处 处 稠密 

定理 的 证 明 将 在 8 3 中 给 出 . 这 个 证 明 的 关键 在 于 了 应 
当 有 多 重 偏 导数 . (参见 Whitney[38], ) 

我 们 主要 对 n>n PBR. Bm<n, MBR O= 
U; 因此 本 定理 只 是 简单 地 谈 到 f(U) 有 零 测度 . 

更 一 般 些 , 考虑 从 m 维 流 形 到 mn 维 流 形 的 光滑 映射 f; M 


9 换言之 , 任 给 s>0, 可 有 一 个 % 维 总 体积 小 于 的 Er 中 的 方 体 序列 覆 
六 了 (0). 一 一 原 注 
*#) Arthur B. Brown 于 1935 年 证 明 。 这 一 结论 义 由 Dobovickil 于 1953 
年 以 及 Thom 于 1954 年 重新 发 现 。( 参 见 [5],，[8]，E36],) 原 注 


e183 。 


ON, 设 OC 为 所 有 使 得 

dfe T Ms—>TN jc) 
的 秩 小 于 % 的 ( 即 df, 不 是 映 上 的 ) 点 4 的 集合 。 则 C 称 为 
临界 点 集 ; fCO) 称 为 临界 值 集 , WREN -SONKA F 
AMER CY m=n 时 , 这 与 我 们 先前 的 定义 相合 )， 因 为 M 
能 被 邻 域 的 可 数 族 所 覆盖 ， 这 些 邻 域 的 每 一 个 同 胚 于 ”的 
一 个 开 子 集 , WA: 

推论 (A. B. Brown) 光滑 映射 M—>N 的 正则 值 集 在 
N 中 是 处 处 稠密 的 . 

为 了 阐发 这 一 推论 , 我 们 需要 下 列 引 理 ， 

引 理 1 Gf. MN 为 从 m 维 流 形 到 % 维 流 形 的 光滑 
BR (mn), FA YEN JEME, WEA SAW CM Am 
-n 维 光滑 流 形 . 

证 明 令 zEj( 力 .因为 y 是 正则 值 ， 学 射 Qfs 必 将 
TM, WI TN, E. dfe HK Z A N= (fe) 7) CTM, 是 
m 一 % 维 癌 量 空间 . 

车 用 CB， 选 取 一 个 在 子 空间 MCT MCR’ LAE Ri ie 
H ER TE M g D okr, 现在 用 P(E)=(f(6), LO) 
定义 ` 

F, M>N x RR", 
FH dF: BRIAR 
aF,(v) = (df,(v), LOY) 

给 出 ， 于 是 dF, EAR BIER. BE FOR e WEA U 
分 同 胚 地 映 到 (y, LAERT E. 注意 f(y) TER 
射 世 下 对 应 着 超 平 面 yx ko EXE, FHS ONU Rm 
分 同 胚 地 映 到 (y x BR") NV 上 .这 证 明了 F *(y) fk m-n 
维 光滑 流 形 . 
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作为 例子 , 我 们 能 够 给 出 单位 球 8" “上 是 光 户 流 形 的 一 个 

HARER FEKA J RR, HE OW 
F@) ritet +o, 

FERS y AO 都 是 正则 值 , 因而 8" 一 "(1) 是 光滑 流 形 . 

GM 是 包含 在 M 中 的 流 形 , 注意 到 对 于 CEM’, TM, 
Æ TM.: WTZ. TÆ TM, ETM, PRHE m- m 
维 的 向 量 空间 , 称 为 M E M p e AR i ee HA], 

特别 地 , 对 于 f; MN 的 正则 值 y, 令 MW =f). 

引 理 2 dfa TM,oTN, 的 核 空间 恰好 等 于 子 流 形 *? 

‘一 /1(y) 的 切 空 间 TM,CTM。 因 此, df 将 TM 的 正 
EDLA TN, 上 . 

证 明 ”从 图 表 


ad 一 上 a 


| 
我 们 知道 df 将 子 空间 了 MCTMs KIR. 通过 计算 维 数 
可 见 , Qf 将 收 ' 的 法 向 量 空间 同 构 地 映 到 了 TNs 上. 


有 边 流 形 
上 述 引 理 能 够 修改 得 适用 于 定义 在 光滑 的 “有 边 流 形 "上 
的 映射. 首先 考虑 半 的 半空 间 

={ (1, =, Gm) € B™| nO}, 
eT ne ania . 
定义 设 了 CEs 如果 每 一 个 2€ 邓 有 一 邻 域 UN KB 
MRT E” 的 一 个 开 子 集 玉 站 豆 "， 则 X 称 为 光滑 的 有 边 
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mi”, 边 OX 是 在 这 种 微分 局 胚 下 总 中 所 有 对 应 于 
OH” 的 点 的 那些 点 构成 的 集合 . 

不 难 证 明 OX 是 一 个 完全 确定 的 m 一 1 维 光滑 流 形 ; 内 
a X-IX 是 一 个 m 维 光滑 流 形 ， 

WE S 1 中 那样 定义 切 空间 人 TX。, 所 以 即使 "是 边界 点 ， 
TX 也 是 整个 的 维 向 量 空间 . 

在 此 有 一 个 给 出 有 边 流 形 的 例子 的 方法 令 MAAA 
WE, HS g: M>R 以 0 为 正则 值 . 

引 理 3 M 中 使 得 g(%) >0 的 点 z 构 成 的 集合 是 光滑 的 
有 边 流 形 , 其 边 等 于 gO), 

此 引 理 的 证 明 与 引 理 1 的 证 明 完全 类 似 . 

例 ” 由 所 有 满足 条 件 

1—S2?>0 

的 点 2€ Rm ARGHYA A D” 是 光滑 的 有 边 流 形 ， 其 边 等 
FS, 

现在 考虑 从 一 个 有 边 m%- 流 形 到 一 个 %- 流 形 的 光滑 映射 
J: XON, Hb mon, 

514 车 对 了 而 言 以 及 对 限制 映射 aX 而 言 , YEN 
都 是 正则 值 , fy) CX 是 光滑 的 有 边 (m 一 办- 流 形 。 并 
AY OC f*(y)) EME fy) S OX 的 交 ， 

证 明 ”因为 要 证 明 的 是 一 个 局 部 性 质 ， 所 以 只 要 考虑 这 
种 特殊 情形 ， 即 以 gE "为 正则 值 的 映射 f; HR, |e 
EF U), 车 z 是 一 个 内 点 , 则 如 前 ， 广 #( 轨 在 元 的 一 个 邻 域 
中 为 光滑 流 形 . 

假设 * 为 边界 点 . 选取 一 个 光滑 映射 g UR, g 定义 
于 ww 在 R” 中 的 整个 邻 域 Z E, 并 且 在 UNA E5 fA, 

mm- 流 形 即 mr 维 流 形 。 下 同 . 译注 
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如 果 必 要 的 话 ， 用 小 一 些 的 邻 域 替换 U， 我 们 可 以 假定 9 没 
有 临界 点 . 因此, g UE m-n 维 的 光滑 流 形 . 
设 m g 一) 一 已 表示 坐标 投射 ， 
ge (ay, "t, Em) 一 om。 
ATLA Eo LO IE. 因为 ot) FER © Gov * 0) Bb 
的 切 空间 等 于 
dg,=af 2, Rn 一 > 局" 
的 核 空间 ; 而 由 于 假定 了 188" 在 点 2 处 是 正则 的 , 这 保证 了 
这 一 核 空 间 不 能 完全 包 合 在 R xO h, 
因此 根据 引 理 3， 由 所 有 满足 ww) 汪 0 的 点 wE9 y) 
组 成 的 集合 9 了 (9) NA" =f" gy) NU 是 光滑 的 有 边 流 形 , 其 
边 等 于 mw“(0)， 这 就 完成 了 证 明 . 


Brouwer 不 动 点 定理 


现在 应 用 上 述 结果 来 给 出 一 个 证 明 经 典 的 Brouwer 不 
动 点 定理 时 用 到 的 关键 性 引 理 ， 设 下 为 紧 致 的 有 边 流 形 . 
引 理 和 PEE ER S: XOX RH OX AAR 
动 . 
证 明 (遵循 M. Hirsch 的 方式 ) ”假设 存在 这 样 一 个 映射 
J. SyCoX Wf HEME, 因为 y SER SOX 
的 正则 值 , 所 以 STORER RO 1-A, 其 边 由 独 点 
f> NEX= {y} 
组 成 . Af HY) 也 是 紧 致 的 , 而 仅 有 的 紧 致 1- 流 形 都 是 有 限 
个 圆周 和 闭 线段 的 不 相交 的 并 ”, 所 以 af JW) 必 定 由 偶数 个 
点 组 成 ， 这 一 矛盾 就 证 实 了 引 理 . 
特别 地 , 单位 圆 盘 
*) 在 附录 中 给 了 一 个 证 明 ， 一 一 原 注 
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D= {aC R" |si t texi} 
ELAES 为 边 的 紧 致 流 形 ， 因 此 作为 特殊 情形 , RN 
证 明了 S** UHR AN RED ALR DS, 

引 理 6 任 一 光滑 映射 g: DOD 都 有 一 个 不 动 点 ( 即 一 
ME © ED" Ega) =2), 

证 明 ”假设 9 没有 不 动 点 ， 对 于 

zEDr， 令 CD) ES 为 在 通过 « 与 

g@) 的 直线 上 而 又 离 w 比 离 g(o) 更 

f@) : 近 的 那个 点 ( 见 图 4), 则 f. D'S 

' 为 光滑 映射 , 满足 条 件 : 对 于 w C84, 

图 4 fw) =2z， 据 引 理 5 知 ， 这 是 不 可 能 

的 . (为 了 知道 了 是 光滑 的 , 我 们 给 出 下 列 解析 表达 式 ，jo) 

二 ww 十 tw, 其 中 


“— ga) 
yo 


t= —a-ut+/l—a-a+ (wu), 
在 平方 祖 符号 下 的 表达 式 严 格 地 是 正 的 ， 此 处 以 及 以 后 fel 
都 表示 欧 氏 长 度 Veit- +e ) 

Brouwer 不 动 点 定理 “” 任 一 连续 映射 G，Dr_>D" 都 有 
一 个 不 动 点 . 

证 明 我们 用 光滑 映射 来 逼近 G， 从 而 将 这 个 定理 归结 
为 引 理 . 给 定 e>0, 根据 Weierstrass 逼近 定理 所, 在 在 多 项 
ARA Pu R"-> 满足 条 件 ， 对 于 wED", |Pi(w) -ae 
<s， 然 而 ,PP 可 能 把 DD" 的 点 变 为 "外面 的 点 ， 为 了 修正 
这 一 点 ,我 们 设 

Ple) =P,(@)/(+s), 


» 例 如 见 Dieudonné[7. p. 133] ,一 一 原 注 
#18 ， 


则 显然 了 将 D kA D p, HEM Fee D, |P@-E@)| 
<e, f 

假设 对 于 所 有 CED, Gæ) 类 2。 则 连续 函数 1G(o) 一 ol 
必定 在 D* 上 取 到 一 个 最 小 值 A>0， 如 上 选取 P, DoD" pk 
得 对 于 所 有 e, |[P@)-EG@|<u, BRAP@+e, 于 是 
P 卫 是 一 个 从 Dr* 到 自身 的 没有 不 动 点 的 光滑 映射 。 这 与 引 理 
6 矛盾. 于 是 证 明 完 成 . 

这 里 用 过 的 方法 常常 能 够 用 于 更 一 般 的 情形 ， 为 了 证 骨 
关于 连续 映射 的 一 个 命题 , 首先 对 于 光滑 映射 建立 这 一 结果 ， 
然后 用 一 个 逼近 定理 过 渡 到 连续 情形 。 (参见 $8, 问题 和 》 
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§3 Sard 定理 的 证 明神 


首先 重 述 

Sard 定理  /,U>R 为 光滑 映射 ,其 中 上 VU 是 及 中 的 
开 集 ,并 令 CAAA, BBA HB 

df, 的 秩 <p 
的 点 EU 的 集合 ， 则 (0) CR AV, 

注意 ”<2 的 情形 是 比较 容易 的 (参见 de Rham [29, 
p. 10]). 不过, 我 们 要 给 一 个 统一 的 证 明 . 

证 明 对 % 作 归纳 法 。 注意 定理 的 陈述 对 于 % 宕 0, p>i 
都 有 意义 ，《 据 定义 R 由 独 点 组 成 .) 作为 归纳 的 开始 ， 当 
n=0 时 定理 肯定 为 真 . 

令 CCC 表示 所 有 使 得 一 阶 导 射 dfe DR A CU 组 
成 的 集合 ， 更 一 般 些 , +O, 表示 使 得 了 的 所 有 阶 数 <i 的 偏 
导数 在 点 2 处 为 零 的 那些 点 2 的 集合 ， 于 是 得 到 一 个 闭 集 递 
减 序列 

OD01D0:D0;D =, 
证 明 分 如 下 三 个 步骤 : 

第 1 步 像 集 f(0C 一 01) 有 零 测度 . 

”这 里 的 证 明 是 根据 Pontryagin [28] 中 的 证 明 给 出 的 , 只 是 在 细节 上 稍微 
简单 一 点 , 因为 这 里 假定 了 是 无 限 次 可 微 的 ， 一 一 原 注 
s 20 « 


第 2 步 ” 当 ?> 工时 , 像 集 7C 一 2 有 零 测 度 . 

Bie 当 上 足够 大 时 , 像 集 f (Cx) 有 零 测度 . 

QEA: 若 了 是 实 解析 的 , 则 所 有 0O 的 交 是 空 的 ,除非 了 
HEU 的 某 一 分 支 上 为 常 值 . 因此 在 这 种 情形 下 只 要 给 出 第 
1 步 和 第 2 步 ,) 

第 1 步 的 证 明 ， 这 一 步 也 许 是 最 难 的 一 步 ， 我 们 可 以 假 
E p>, AA p= C=C. 我 们 需要 众所周知 的 Fubini 
定理 ”; 一 个 可 测 集 

ATR = fix Ret 


如 果 与 每 一 超 平面 〈 常 数 ) x BP? 都 交 于 p 一 1 维 零 测度 集 ， 
则 4 必定 有 零 测度 . 

对 于 每 一 XE0O 一 O41， 我 们 找 一 个 开 邻 域 六 CB", 使 得 
了 (VNC) 有 零 测度 。 因为 0 一 01 被 可 数 多 个 这 种 邻 域 所 覆 
id, AMEA T fOO 有 零 测 度 . 

由 于 xECO1， 存 在 革 一 个 偏 导数 ， 设 为 6f1/8m1, 在 点 7 
处 不 为 零 . 考虑 由 
h(a) = (fr@), Wa, +t, Ln) 
定义 的 映射 hk, UR, BY 
dhe 是 非 晓 化 的 , Ao © RE 
— Api V ot} E AS Hy BR By) 
一 个 开 集 上 .于 是 复合 
Beat g= fohi HV’ BRB Re 
中 ， 注 意 9 in Fo RO’ 
正好 是 及 (VN0O); 因此 9 的 图 5 映射 9 的 构造 


*) 一 个 简单 的 证 明 (以 及 Sard 定理 的 另外 一 个 证 明 ) 见 Sternberg [35， 
pp. 51~52], Sternberg 假定 4 是 紧 致 的 , 不 过 一 般 情形 容易 从 这 种 特 
丈 情形 推出 来 。 一 一 原 注 
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临界 值 的 集合 Y(C) 等 于 7 NC). 

对 于 每 一 人 we, +, Oe) CV", 注意 GE, ta, oo, 的 ) 属 于 
超 平面 41x cH, 于 是 9 将 超 平面 变 到 超 平面 中 . 令 

yg (tx RI) Vt x Bet 
A GMBH, Exe ote g 的 临界 点 当 且 仅 当 它 
是 9 的 临界 点 ; 因为 9 的 一 阶 偏 导数 的 矩阵 具有 形式 
1 0 
era =| » ogon | 

根据 归纳 假设 ,gi! 的 临界 值 集 在 1x RPO bp BR, 因 
此 g 的 临界 值 集 与 每 一 超 平面 4x Ret 交 于 一 个 零 测 度 集 . 
集合 9g(0") 是 可 测 的 ， 因 为 它 能 表 为 紧 致 子 集 的 可 数 并 ， 因 
此 ,根据 Fubini 定理 , 集合 

gC) =f(V NO) 

ARME, 第 1 AEE SE. 

第 2 步 的 证 明 . 对 于 每 一 £ EOr— Ors, 存在 某 个 k+i 
阶 偏 导数 OPS, / n bn PHE. TERM 

w (o) =P f ,/ dla DBs 
在 点 7% 处 为 零 , 但 w/e, 在 点 z 处 不 为 零 。 为 确定 起 见 , 设 
sı=1, WE 
hw) = WE), wa, +, ap) 
.定义 的 映射 Ur" H e SE — AB VS} AR a A — 
CRRV E., TERA OLIV 变 到 超 平面 0x.R"+ 中 ， 我 
们 再 考虑 ， 
8 一 了 oht, yV'—>Fr, 

A g: (OX -5 NFR” 
表示 9 的 限制 。 由 归纳 法 知 ，9 的 临界 值 集 在 ?中 有 零 测 
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上 度 ， 但 h(OrN7) 中 的 每 一 点 肯定 是 9 的 临界 点 (因为 所 有 
阶 数 < 大 的 偏 导 数 为 零 )， 因 此 
gh(OuNV) =f (CNF) 
有 零 测度 ， 由 于 Or- Or 是 被 可 数 多 个 这 种 集合 六 所 覆盖 ， 
从 而 推 得 (Os 一 Csts) 有 零 测度 . 
第 3 步 的 证 明 ， 令 "CU 为 边 长 等 于 8 的 一 个 立方 体 . 
若 上 充分 大 (确切 地 说 >n/p 一 1) 我 们 可 以 证 明 f (CaN I") 
HEME HA Or 能 被 可 数 多 个 这 种 立方 体 所 覆盖 , 这 就 可 
证 明 /CO 有 零 测 度 , 
从 Taylor 定理 .7" 的 紧 致 让 以 及 CO, 的 定义 ,我 们 知道 ; 
4 eCO,Nl", e+hEl* k, 
其 中 f(at+h) =f @) TAG, h), 
[Ræ Alsolia, (1) 
这 里 C 为 仅 依赖 于 了 和 I" 的 常数 ， 现 在 重 分 P 为 边 长 等 于 
6/7 的 多 个 立方 体 ， 令 五 为 重 分 中 的 一 个 立方 体 ， 它 包含 
Or 的 一 个 点 ©, i Li 的 任何 一 点 能 写作 +h, 其 中 
lal<~vV n (0/7). (2) 
MDH FIDE PUK a/r 以 了 (w) 为 中 心 的 立方 
体 中 ,其 中 a 一 2c(Mn8)*+1 是 常数 ， 因 此 Can I) 包含 在 
最 多 "个 立方 体 的 并 中 , 这 些 立方 体 总 体积 为 
Vr (a [Pty = ary tbe | 
$ b+1>n/p, MBR r> 时 , V 趋 近 于 0; 所 以 (GN 
I) EA Bil BE, Sard 定理 证 毕 。 
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S4 映射 的 模 2 度 


考虑 一 个 光滑 映射 f. Sr Ay 为 正则 值 ， 再 说 一 
i, HORRA Sæ 一 9 的 解 vz 的 个 数 。 我 们 可 证 明 
HFT (y) 的 模 3 同 余 类 不 依赖 于 正则 值 y 的 选取 ， 这 一 同 余 
类 称 为 了 的 模 23 度 ， HA, 上述 论断 及 定义 对 于 任何 光滑 映 
St 
f: MN 
都 有 效 ， 其 中 MERAH CMB, NV 是 连通 的 ， 并且 两 个 
流 形 有 相间 的 维 数 (此 外 , RETRE N 是 紧 致 无 边 的 , 因 
为 否则 , 模 2 度 必 为 零 )。 为 了 证 明 上 述 论断 , 下 面 引进 两 个 
光滑 同 伦 和 光滑 同 疹 
给 定子 CB， 令 XX, RRA RA NECX 
及 0<i<1 的 (w, 如 组 成 的 RO KTE., WAR 
f, 9 X>Y 
称 为 是 光滑 同 伦 的 ( 简 记 作 f~g)， 如 果 存在 一 个 光滑 映射 
F: X xO, 1]>Y 满足 条 件 ， 对 于 所 有 ee X, 
OM ARM ARE, W Mx [0, 匡 为 以 1 的 两 个 “拷贝 "为 边 的 光 
清流 形 。 开 的 边 点 将 会 生出 Mx [0, 必 的 “ 角 ” 点 ， 一 一 原 注 
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F(z, O =f); Fla, Dsg. 
这 一 映射 五 称 为 了 与 9 之 闻 的 一 个 光滑 同 伦 ， 
注意 ， 光 滑 同 伦 的 关系 是 一 个 等 价 关 系 . 为 了 证 明 它 是 
传递 的 , 我 们 要 用 到 存在 一 个 光滑 函数 p: [0, 1] 一 [0, 1], 
满足 条 件 
t 


p) =0, 4 0<; 


pt)=1, % Z<t<t, 


[ameo —a(+-B) /(a (sb) 40 (2-4), se 
T<O HY, AC) =O; MH 7>O Rt, Al) = exp (77), | 给 定 


一 个 了 与 9 之 间 的 光滑 同 伦 五 公式 EG, t) =F, pf) 
确定 了 一 个 光滑 同 伦 G, 满足 条 件 ， 


Ae, D=f@), MO<t<z 


Go )=g@), HEKI, 


RA f~g Ho~h, 则 利 胃 上 面 的 作法 容易 证 明太 

E f Bg REM X 到 了 WR, RA AE E 
Mf ay 之 间 的 “光滑 同 痕 MRS. 这 也 是 一 个 等 价 关系 . 

定义 ”微分 同 胚 是 光滑 同 痕 于 9 的 ， 如 果 存 在 一 个 从 
了 到 9 HIGH F: Xx [0, 1]-> 了 ， 使 得 对 于 每 一 个 iE 
[O, 1], XFW 

thE (s, t) 

将 微分 同 胚 地 上 映 到 了 上. 

下 面 要 证 明 一 个 映射 的 模 2 庆 仅 仅 依赖 于 它 的 光滑 同 伦 
类 .为 此 , 先 证 明 两 个 引 理 . 
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EEIE Sf. g MON ARAM Tes, E 
M, N 是 两 个 具有 相同 维 数 的 流 形 ， 并 且 着 是 紧 致 无 边 的 . 
EYEN 对 于 了 与 9 两 者 都 是 正则 值 , 则 

Hef (y) =H 97* y (mod 2), 

证 明 SFL Mx, 人 -> 为 了 与 9 之 间 的 光滑 同 伦 ， 
先 设 % HEL EN. WP aAA IL aE, & 
边 等 于 

Pig) NMxXOU Mx1) 
=f ty) x0Ug*y) x1. 
于 是 7 了 9) 的 边 点 的 总 数 等 于 
Hf C) +497), 
(ACES 2 中 说 过 ， 紧 致 的 工 流 形 总 有 偶数 个 边界 点 。 所 以 
+f?) + Ho WEBER, 因此 
HF) =g (y) (mod 2), 


现在 假设 yy 不 是 了 的 正则 
[AS Hg (y") AB de y 的 局 部 常 值 函 数 
ar uá (只 要 避 开 临界 值 )， 于 是 存在 一 个 
图 6 在 左边 的 边 点 数 与 在 ”由 ,的 正则 值 组 成 的 y RVC 
右边 的 边 点 数 模 2 同 余 。。 N, 使 得 对 于 所 有 的 YE 
HA TU) = EF O) 
间 时 存在 一 个 类 似 的 邻 域 六 :CN, 使 得 对 于 所 有 的 y EV。- 
Hg) = +97). 
在 ViNVs 中 选取 一 个 也 的 正则 值 z， 则 
Hef" (y) = $f 7@) = Hg (2) = Hg). 
同 伦 引 理 证 毕 . 
FEIR 令 9 与 2 为 光 淮 的 连通 流 形 雯 的 任意 两 个 
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内 点 ， 则 存在 一 个 光滑 地 同 痕 于 恒 等 映 射 并 且 将 y 变 到 ”的 
微分 同 胚 h: NN, 

(对 于 特殊 情形 N=S", 证 明 是 容易 的 ，h 可 简单 地 选 为 
将 9 变 到 z， 且 保持 所 有 的 正 交 于 过 y 与 : 的 平面 的 向 量 不 
动 的 旋转 ). 

一 般 的 证 明 如 下 ， 首 先 构 造 一 个 从 Br 到 自身 的 光滑 同 
痕 , 满足 条 件 : 

D 保持 单位 球体 外 面 的 所 有 点 都 不 动 ; 且 

2) 将 原点 滑 到 开 单 位 球体 中 任何 一 个 点 上 去 . 


7 将 单位 球体 变形 


令 9, POR 为 一 光滑 函数 , 满足 

p@)>0, 当 |z|<1; 

pe) 一 0， 当 lz|>1. 
(MA ow) =A ajd, Ih A, ROR gM WH t<0 
RY, A@)=0; 当 t>O Bf, AG 一 exp( 一 本 必 ,) 给 定 任 一 辕 定 
的 单位 向 量 CES, SRP TRA 

-ope tn) 1, n), 
对 于 任意 的 XE Pr， 这 微分 方程 组 有 唯一 的 一 个 满足 初始 条 
件 
vw(0) =x 


» Ch ROR EMA’ AES I. —— RE 
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的 解 2 一 z( 鸭 ,对 于 所 有 实数 都 有 定义 后， 我 们 使 用 记号 oO) 
二 (Xz)， 则 显然 

D F(x) 对 于 所 有 的 t 和 4 都 有 定义 并 且 光 滑 地 依赖 于 
t 和 

2) Fo) 一 他 

3) Fys:(@) = FoF; (2) 。 
因此 每 一 FEAA e a R EMRE. iE tA, 
我 们 可 以 看 到 在 一 个 保持 单位 球 外 的 所 有 点 都 不 动 的 同 瘦 
下 ,每 一 #, 都 光 清 地 同 痕 于 恒 同 映射 . 显然 ,适当 地 选取 c 和 
t PLP TARR F: 将 会 把 原点 变 到 开 单 位 球体 中 任何 一 个 点 . 

现在 考虑 连通 的 流 形 和 六， 如 果 在 在 一 个 光滑 的 同 六 将 
一 个 点 变 为 男 一 个 点 , 则 称 冯 的 这 两 个 点 是 “ 同 痕 的 “， 这 明 
显 地 是 一 个 等 价 关 系 ， 若 9 是 一 个 内 点 , 则 它 有 一 个 微分 同 
胚 汪 记 的 邻 域 ; 因此 ， 上 述 论 断 表 明 每 一 个 充分 靠近 于 y 的 
RAE Ton. RAZ, N 的 内 部 的 点 的 每 一 个 “ 同 
痕 类 都 是 开 集 , 进而 NV 的 内 部 被 前 分 为 互 不 相交 的 开 的 “ 辐 
痕 类 ,但 N 的 内 部 是 连通 的 , 因此 只 有 一 个 同 痕 类 ， 习 理 证 
H, 

MERTA EEE T. M Y 
RAT, NAEMH, 并 且 S: MoN 是 光滑 的 ， 

定理 若 y 与 * 是 了 的 正则 值 , 则 

f(y) = 4+ (z) (mod 2) 

A RRR RIN f AYR 2 A, EOE 了 的 光滑 同 

证 明 给 定 正则 值 y 与 z. Sh HAM BIN by, tl 
痕 于 人 恒 同 映射 的 、 并 将 9 变 为 2 的 微分 同年 则 z 为 复合 映 


» 参 页 [22, $2. 和 名， 一 一 原 注 
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Bho f 的 正则 值 ， 因 为 %of ET Sf, [feo] E 
H (hof) *(2) =f () (mod 2), 


但 WNT O =f AE =F Y), 
所 以 站 (ho 有 ) E = HTO). 

因此 sh f(y) = Hf (2) (mod 2), 

这 正 是 我 们 所 需要 的 . 


这 一 共同 的 辐 余 类 记 为 dega. 现 设 了 光滑 地 同 伦 于 
g. 根据 Sard 定理 , 存在 一 个 元 素 VEW, CRAG 两 着 的 
EWE. ARR 

dega f= +f + (y) = g7 (y) =deg: g (mod 2) 
表明 degs f 是 一 个 光滑 同 伦 不 变量 .定理 证 毕 . 

例 WERE e MoM RA BHR 2G. Mt 
Ros TAR 2 度 . 因此 紧 致 无 边 的 流 形 的 便 同 映射 
不 同 伦 于 常 值 喘 射 . 

当 用 = 时 ， 这 一 结果 蕴含 着 结论 ， 没有 光滑 映射 
f:D"*>S* 保 持 球 面 上 点 式 不 动 ( 即 球面 不 是 圆 盘 的 光滑 “ 收 
缩 核 ， 参见 8 3 中 引 理 天， 因为 这 种 映射 将 会 引出 一 个 常 
值 映射 和 和 恒 同 映射 之 间 的 光滑 同 伦 : 

F,S"x [0, 1]—>S", F(a, t) =f(ts), 


H 这 里 明显 地 缺 一 个 条 件 ， 即 : 对 的 维 数 不 为 0。 下面 的 结论 也 要 这 个 
条 件 . 一 一 译注 
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3$5 有 四 流 形 


为 了 把 “ 度 "定义 为 整数 (而 不 是 模 2 整数 ) 我 们 必需 引进 
“定向 "的 概念 ， 

定义 ”有限 维 实 向 量 空间 的 一 个 定向 力 是 有 序 基 的 如 下 
FMA: AEE, e, bp) GRECO, +, OL) REAM eH, 
MR b =D aid; 满足 条 件 det(ay) >>0; 反之 ， 如 果 det(ay) < 
0， 则 决定 相反 的 定向 。 于 是 每 一 正 维 数 的 向 量 空间 恰好 有 
两 个 定向 ， 向量 空间 Br" 有 一 个 标准 的 定向 , 即 基 (1, 0，…， 
0), (0, 1, 0, ++, 0),…，(0,…, 0, 二) 决定 的 定向 . 

在 零 维 向 量 空间 的 情况 ， 将 一 个 “定向 ”定义 为 符号 +i 
或 一 是 方便 的 . 

一 个 有 向 光滑 流 形 是 一 个 流 形 性 连同 每 一 个 切 空 间 
?的 定向 的 一 个 选择 .车 m 之 1， 要 求 它们 满足 下 列 条 件 ， 
HFM 的 每 一 点 存在 一 个 邻 域 DC 到 以 及 一 个 保持 定向 的 、 
将 URI R” R A” 的 一 个 开 子 集 上 的 微分 同 胚 户 。 保持 定 
向 的 意思 是 ， 对 于 每 一 个 ED， 同 构 dh 将 TM 的 指定 的 
定向 变 为 R” 的 标准 定向 . 

WRM 是 连通 的 并 且 是 可 定向 的 , 那么 它 恰 好 有 两 个 定 
ij. 

如 果 天 有 边 ， 我 们 能 区 别 在 边 点 处 前 切 空间 2MN。 中 的 
œ 30 


三 种 向 量 ， 

D 有 一 些 向 量 与 边 相 切 ， 形 成 一 个 吧 开 维 的 子 空间 
TDT(OM) TMa 

2) 有 一 些 “ 外 向 的 ”向 量 , 形成 一 个 以 TT(2M)s 为 边 的 开 
半空 间 ; 

3) 有 一 些 “ 内 向 的 ”向量 , BM TOM): AAA — A 
开 半 空间 ， 

M 的 每 一 个 定向 决定 2N 的 一 个 定向 如 下 ， MT ee 
OM, 选取?4。 的 一 个 正 的 有 向 基 (01, v2, …， Om), 使 得 
Ua, ty Un 与 边 相 切 URE m2), H o fe “ob AY” fe. 
BBA (va, …, Um) ERE TARA OM 在 点 2 处 的 定向 ， 

如 果 M 的 维 数 是 I， 则 每 一 边 点 z REA OE = 
点 处 是 内 向 的 或 是 外 向 的 而 指定 定向 为 一 或 十 1 ( 见 图 8). 

例如 单位 球 3 CR 能 够 当 作 圆 盘 De 的 边 给 出 定向 . 


8 如何 给 边界 定向 


Brouwer jë 
现 设 M 与 入 为 无 边 的 有 向 % 维 流 形 , 目 令 
Ff. MN 
为 光滑 映射 . EM 是 紧 致 的 , N 是 连通 的 , Jf AO ae in 
F: 


+ Ble 


设 CEM 为 了 的 正则 点 ,于 是 Ufo, TMT 1o 为 有 向 

向 景 空间 之 间 的 线性 同 构 ， 定 义 4f 的 符号 为 二 或 ~ 按 

dfe 保持 定向 或 反 转 定向 而 定 ， 对 于 任 一 正则 值 YE W， 定义 
deg( S; y) = $) sign df, 


如 $1,， 上 式 中 整数 dos y) y 的 局 部 常 值 函数 ， 它 被 定 
义 在 的 一 个 稠密 的 开 子 集 上 . 

EBA ”整数 deg(J; 办 不 依赖 于 正则 值 y 的 选取 . 

于 是 这 个 整数 就 称 为 了 的 度 ( 记 作 deg f). 

HMB 若 了 光滑 地 辣 伦 于 9, 则 deg f 一 degy. 

证 明 率 质 上 与 $4 中 的 证 明 一 样 . 只 是 必需 一 直 小 心地 
照顾 定向 . 

首先 考虑 下 述 情形 ， 设 MAR BY A LB XY 
W, HE M 是 作为 X 的 边 而 予以 定向 的 . 

引 理 1 若 广 好 一 w 扩充 为 一 光滑 映射 ,>N， 则 
对 于 每 一 个 正则 值 y, deg (fF; y) =9. 

证 明 首先 设 y 既是 了 一 五 | 到 的 正则 值 又 是 歹 的 正则 
(i. 紧 致 的 1- 流 形 PO) BAA RE, RAIA 
边 点 ,并 且 在 M-OX E. ACF) ALEP A, 
H 64= {a} U {b}. 下面 证 明 

sing dfa t sing af,=0, 

FAG EBT A XE ERM) degC y) =O, 


图 9 gules Poy) ei 
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X RERE N 指定 向 决定 4 的 一 个 定 加 如下: 给 定 
we A, 2 (vy, +, tr) ATX. WER A OB, CRB oy 
与 4 放 切 ， 则 公决 定 的 了 4 EIA We ee 4 A 
当 ds Wa, ot, Une) EW TN, 的 正 的 有 网 基 . 

A> uW FREN v Wb ES A 相 切 的 正身 单位 站 量 . 显然 
u RICH Pa, SPL v1 (82) 在 一 个 边 点 ( 设 为 四 上 指向 外 ,而 
在 另 一 个 边 点 & 上 指向 内 . 

这 立即 推出 

signdfe=— l; signdf,=+1, 
因此 和 为 0， 在 所 有 这 些 颖 A 上 加 起 来 , 便 证 明了 deg( fs y) 
一 0 

更 一 般 些 , He yo JE F EI A FEMA. BB 
deg (fs y) TE Yo 的 某 一 邻 域 UU 中 为 常数 ， 因 此 如 在 和 4 中 ， 
我 们 能 够 在 口内 取 到 一 个 了 的 正则 值 y, 从 而 

deg Cf; Yo) =deg (fs y) =0, 
这 就 证 明了 引 理 1. 

现在 考虑 光滑 上 映射 了 8%) 一 了 (0, o) Fg@=FU, 加 之 
BREN fe F, [0, 1] x Mon, 

引 理 2 对 于 任意 共同 的 正则 值 y， 度 deg (gy; 从 等 于 
dog(fsy), 

证 明 WIG LO, 4] x 用 能 作为 情 积 给 予定 向 ， 并 且 它 有 
由 4x 以 (具有 正确 和 的 定向 ) 与 0x 必 (具有 错误 的 定向 ) 组 成 
的 边界 ”2”， ,于 是 在 正则 值 y 处 五 1a([o0, 1] <M) 的 度 等 于 差 


© “十 X 到 (具有 正确 的 定向 )" 意 指 : 将 对 的 定向 考虑 作为 1x 用 的 定向 
与 由 TX 六 决定 的 1x 开 的 定向 相同 ; “0x 开 (具有 错误 的 定 辐 ) 意 指 : 
将 M PGE ISR YEA Ox Ad 的 定向 与 由 Tx 了 决定 的 0x 2 的 定向 相 
肥 . -译注 
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deg (g; y) -deg (f; y). 
根据 引 理 工 这 个 差 必定 为 零 . 
定理 A 与 定理 B 的 证 明 的 剩余 部 分 完全 类 似 于 54 中 的 
WHE. Ey 与 两 者 都 是 f. MON WEE, 选取 一 个 将 y 
变 为 z ELIAS PABA BRA AY Gd E h NON, N ARRE 
H, 且 经 验证 ， 
deg(f; y) =deg (hof; h(Y)). 
但 了 同 伦 于 kof; 因此 根据 引 理 2, 
dog (hof; z) =deg (f; 2), 
从 而 deg (J; y) =deg (f; 2). xe HUES. 
例 复 函 数 coz, 240, 将 单位 圆周 映 到 自身 上 , 其 度 
为 (此 处 可 为 正 数 .负数 或 零 )， 赔 化 映射 
ABE AS. 一 个 微分 同 胚 的 度 为 十 1 或 ~1， 按 了 保持 或 反 
转 定向 而 定 。 Tit, 紧 致 的 无 边 流 形 的 反 转 定向 的 微分 同 胚 
不 光滑 地 同 伦 于 恒 同 映射 . 
BN ri, S 定义 为 
Tir, or, Da1) = (a, ee, Ti °°, Daya). 
KEREMMA A B.S" A BR E SE F 
CDH, REERRPRNW ntl Tt RAMS 
~ B= FIOT OTa (H) 
便 可 了 解 . 于 是 , fin EBRA, S 的 对 径 映射 不 光滑 地 则 伦 
于 便 同 映射 ,这 是 一 个 用 模 2 度 不 能 判明 的 事实 . 
作为 一 个 应 用 ， 依 从 Brouwer, RHE: S* 上 容许 有 
一 个 非 零 的 切 向 量 场 ， 当 且 仅 当 ” 是 奇数 (SAO 
11), 
定义 MOR 上 的 一 个 光滑 的 切 向 量 场 乃 是 一 个 光滑 
. B4 。 


10 1 维 球 上 的 非 零 向 量 场 图 11 ?一 2 时 的 两 个 尝试 


映射 o M>R*, WERI: WTR ee M, væ) ETH. 
BFR CB"+? 的 情形 ， 明 显 地 等 价 于 条 件 ， 对 于 所 有 的 % 
ES", 
v(@)-x=0, (1) 
其 中 “表示 欧 氏 内 积 . 
UO MT RA r 都 是 非 零 的 , 则 也 可 假设 ， 对 于 所 有 
ve S", 
v(e) væ) =1, (2) 
AA Te My, væ) =v @)/ low i 都 将 是 满足 这 一 条 件 的 
向 量 场 . 于 是 我 们 可 以 认为 2 是 一 个 从 六 到 自身 的 光滑 映 
射 . 
HE, MAR F, 的 一 xcos0 十 vw)sin6 定义 一 个 光滑 
同 伦 
F, S” x [0, wl-—>8", 


计算 表明 F(a, 0) :Fl%, 0) =1, 
并 且 Fg, =r, FQ, mw)=—w. 


于 是 S” 的 对 径 映 射 间 伦 于 恒 间 映射 . 但 当 m 为 偶数 时 , 我 们 
已 经 知道 这 是 不 可 能 的 . 
另 一 方面 , A = Dh — 1, 解析 表达 式 


v(e, n; Coy.) = (rz, — Ti, T4, — Tg, ***, Vox, — Won-1) 
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在 池上 确定 一 个 非 零 切 回 量 场 ， 证明 完成 . 

附带 指出 ， 推 出 到 为 奇数 时 S” AY mE 8 BRAT Tel 48 PF tet 
同上 映射， 应 归功 于 Heinz Hopf 的 一 个 著名 定理 ，“ 从 连通 
的 % 维 流 形 到 wn 维 球 的 两 个 映射 是 光滑 同 伦 的 ， 当 和 且 仅 当 它 
们 有 相同 的 度 . ”在 后 面 $ Th, 我 们 将 证 明 一 个 比 含 着 Hopf 
定理 的 更 为 一 般 的 结果 . 
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$6 问 量 场 与 Euler 数 


作为 度 的 概念 的 进一步 应 用 ， 现 在 研究 在 其 他 流 形 上 的 
向 量 场 . 

首先 考虑 开 集 UC.Br 和 以 点 ?EU 为 孤立 零点 的 光滑 
问 量 场 

v, UR", 
映射 væ) =v e) /hv la) | 
将 以 z 为 中 心 的 小 球 映 到 单位 球 中 这 一 映射 的 度 称 为 2 
在 零点 z 处 的 指数 必 . 

图 12 说 明了 指数 为 一 4,，0, 1, 2 的 一 些 人 重子 (与 有 着 
密切 联系 的 是 这 样 一 些 “ 相 切 于 ”4 的 曲线 ， 它 们 通过 解 微分 
HE da, /dt = vj (an, +, wn) 而 得 到 ， 实 际 画 在 图 12 中 的 便 是 
这 些 曲线 ). 

具有 任 一 指数 的 零点 可 按 如 下 方式 得 到 ， 在 复数 平面 
上 上， 多项式 ?确定 一 个 光滑 向 量 场 ， 原 点 是 它 的 指数 为 上 的 
零点 ; 而 函数 2* 确定 一 个 光滑 向 量 场 , 原点 是 它 的 指数 为 一 


”每 一 个 球 都 作为 相应 的 圆 盘 的 边 而 予以 定向 ， 原 注 

“在 这 一 段 指 数 的 定义 中 所 痰 到 的 “小 球 ” 应 具有 如 下 的 性 质 ， 这 小 球 连 
同 它 所 包围 的 球体 中 无 4 的 其 它 零点 ; 并 且 应 补充 证 明 指数 :的 定义 与 
定义 中 涉及 的 小 球 的 选择 无 关 。 一 一 译注 
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t=+1 (= +2 
图 12 平面 向 量 场 的 例子 


的 零点 

我 们 必需 证 明 指 数 的 概念 在 U 的 微分 同 胚 下 是 不 变 的 . 
为 了 说 清 这 层 意思 ， 我 们 考虑 更 为 一 般 的 情形 ， 即 映射 f: M 
>W, 上 且 在 必 和 太 上 各 有 一 个 向 量 场 

定义 ”如 果 对 于 每 一 点 2E MM, dfai oa) EN VEE), 
则 称 流 形 M 上 的 向 量 场 "与 波形 W 上 的 向 量 场 淡 在 映射 
了 下 是 对 应 的 ， 

着 也是 一 个 微分 同 胚 , 则 显然 被。 唯一 地 确定 ， 下 面 
要 用 到 记号 

v=dfovof 
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引 理 1 设 避 上 的 向 量 场 w 在 微分 同 胚 f UU FH 
应 于 U' 上 的 向 量 场 
v=dfovof 

则 % 在 孤立 零点 2 处 的 指数 等 于 vv 在 fa) 处 的 指数 ， 

假定 引 理 1 成立 , 我 们 便 能 对 任意 流 形 ML 上 的 向 量 场 w 
定义 指数 的 概念 如 下 ， 若 g UM 为 M 中 的 孤立 只 点 z 的 
某 一 邻 域 的 参数 化 ， 则 名 在 点 处 的 指数 定义 为 等 于 上 
对 应 的 向 量 场 4g-1owog 在 零点 g-!(z) 处 的 指数 ， 很 明显 , 从 
引 理 1 可 知 ,4 是 完全 确定 的 . 

引 理 1 的 证 明 将 建立 在 一 个 完全 不 同 的 结果 的 证 明 的 基 
础 上 . 

引 理 2 任 一 RM 的 保持 定向 的 微分 同 胚 光滑 地 同 痕 
TERR. 

(可 作 如 下 比较 ， 对 于 许多 mm 的 值 ， 存 在 球 S” 的 保持 定 
向 的 微分 同 胚 , SS TaD AR ERA FERA. 
[20, p. 404]. ) 

证 明 我 们 可 以 假定 了 (0) <0, 因为 在 0 点 处 的 导 射 可 
定义 为 


dfo(æ) =lim f æ) /t, 

FARHAN 

F(x, t) =f (tæ) /t (24 0<t<1 HY) 
及 F(x, 0) =dfo(@) 
确定 一 个 同 痕 
F,R” x [0, 1]->R" 
是 自然 的 . 为 证 明王 即使 当 20 时 也 是 光滑 的 , 我 们 将 了 写 
成 形式 六 


*) 例如 见 [22, p. 5]. —— IRE 
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FO) HBG (@) 0 in Gn), 
其 中 gi, +, Om MEERY, 并 注意 对 于 所 有 t 的 值 ， 
F (a, t) = mg (te) Hee + Gin Gm (EX), 

于 是 FAI FRE dfo MEA BRA T 1E F) mR 
SY, 这 就 证 明了 绚 理 2. 

513 i RIE WW RR 2z=f(@)-OW RU HY, 
若 了 保持 定向 , WA LR, UE PF BBR RATR 

| Si, UR, 
使 得 满足 fo ERRI, fi=f, IFAM FEAR i O = 
0 令 v: 表 示 与 UV 上 上 的 向 量 场 对 应 的 f+(U) 上 的 向 量 场 
dfrovef , 这 些 向 量 场 都 是 完全 确定 的 , 并且 在 一 个 以 点 0 
为 中 心 的 充分 小 的 球 上 都 是 非 零 的 .因此 ”=w 在 点 0 处 的 
指数 必定 等 于 = 外 在 点 0 处 的 指数 ， 这 就 对 于 保持 定向 的 
微分 同 胚 证 明了 引 理 1. 

为 了 考虑 反 转 定向 的 微分 同 胚 ， 只 要 考虑 反射 p 这 一 特 
殊 情 形 。 于 是 

v= povo pt, 
故 在 e- 球 上 的 相关 联 的 函数 2 (a) =v’ la)/a | SRE 
D= povp], 

显然 的 度 等 于 4 的 度 ， 这 就 完成 了 引 理 1 的 证 明 ，. 

现在 研究 下 面 的 一 个 经 典 结果 : 令 MHRA, w 
AM 上 具有 孤立 零点 的 一 个 光滑 向 量 场 .如 果 MAA, 则 要 
求 w 在 所 有 边 点 上 都 指向 外 . . 

Poincaré-Hopf 定理 在 这 祥 一 个 向 量 场 上 的 所 有 零 
点 处 的 指数 和 了, 等 于 Euler 数 ” 


”这 里 HODER MWR i NAWE 这 是 我 们 第 一 次 也 是 最 后 一 次 
提 到 同调 论 . 原 注 
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x (M) =È (—1)' $k TTM), 


特别 , 这 一 指数 和 是 M 的 一 个 拓扑 不 变量 ; 它 不 依赖 于 向 量 
场 的 特殊 选取 . 

(这 个 定理 的 2 维 情形 是 由 Poincaré 在 1885 年 证 明 HW. 
全 部 定理 是 Hopf] 1926 年 接着 Brouwer 和 Hadamard 
的 较 早 的 部 分 结果 之 后 证 明 的 ). 

我 们 证 明 这 个 定理 的 一 部 分 ， 而 约略 色 划 一 下 其 余部 分 
的 证 明 ， 首 先 考 虚 BR”" 中 紧 致 区 域 这 种 特殊 情形 : 

令 到 和 及 表示 紧 致 的 有 边 m2- 流 形 . Gauss 映射 

g: 0X8" 
对 于 每 一 点 ZE0S 指定 了 一 个 在 点 2 处 的 癌 外 的 单位 法 向 
量 . 

51 3(Hop) # v, X—>R™H 
具有 孤立 零点 的 光滑 向 量 场 ,并且 
在 边 上 % 指向 对 的 外 面 ， 则 指数 和 
De ETM OX Aj S” yy Gauss 上 映射 
的 度 ， 特 别 ， Doe AN BAF oo BY ie 


lan, ERA D” 上 的 向 量 场 在 13 ”指数 和 为 十 的 例子 

边 上 指向 外 面 , 则 瑟 , 一 十 1( 参 见 图 18). 
证 明 围绕 着 每 一 个 零点 挖 去 一 个 se- 球体 ,得 到 一 个 新 

的 有 边 流 形 ， 落 数 

Ba) =v(a)/|v@)! | 
将 这 一 流 形 映 到 St, 因此 , 5 限制 于 各 个 边 的 分 支 上 的 
ERY AI, (DON 同 伦 于 g， 并 且 在 其 余 的 边 的 分 支 上 
的 度 加 起 来 为 一 习 ( 负 号 出 现 是 因为 每 一 个 小 球 都 得 到 错误 
+ 41。 


的 定向 ”.) 因此 
deg (9) — Xi =0 
正如 所 需要 的 . 

注意 9 的 度 也 常 作为 OX 的 “积分 曲率 "而 为 人 们 所 知 
WE, 这 是 因为 它 能 被 表 为 高 斯 曲率 在 OX 上 的 积分 的 常数 倍 ， 
这 一 积分 自然 等 于 X H Euler 数 . 当 m% 为 奇数 时 ， 它 等 于 
9 文 的 Euler 数 的 一 半 ， 

在 把 这 一 结果 推广 到 其 它 流 形 上 去 以 前 ， 必 需 某 些 进 一 
步 的 准备 知识 . 

自然 希望 能 够 借助 于 向 量 场 ， 在 零点 z 处 的 偏 导数 来 计 
算 " 在 点 2z 处 的 指数 . 首先 考虑 开 集 避 CR" 上 的 向 量 场 w， 
If AGE o ARE Ry UR”, FL do, R*>R" 是 有 定义 
的 . 

定义 ”如 果 线 性 变换 do. 是 非 晓 化 的 ， 那 么 向 量 场 在 
FA z Sh th Bb aE LAL 64. 

因此 , SER LAY SE 2 是 孤立 零点 . 

引 理 和 “在 非 晓 化 零点 > 处 的 指数 是 十 1 或 是 -1， 按 
Fa do. 的 行列 式 是 正 的 或 是 负 的 而 定 ， 

证 明 将 看 成 一 个 从 zz 的 某 一 凸 令 域 古 到 ?中 的 
微分 同 胚 ， 我 们 可 以 假定 2 一 0， 若 "保持 定向 , 我 们 已 经 知 
XT v| Uo 能 够 光滑 地 形变 为 恒 同 映射 而 不 引入 任何 新 的 零 
AOLA 2)， 因 此 , 指数 肯定 等 于 +1 

F o BE, 则 类 似 地 , v 能 形变 为 一 个 反射 , 因此 ,= 
—i. 


*) EEA RRE, ARRIE OZ EY E (FD -球体 ) 的 边 而 
得 到 ; 而 现在 却 作为 除去 了 圆 盘 的 其 余部 分 的 边 而 得 到 。 因 此 这 两 个 定 
向 恰好 相反 。 一 一 译注 
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更 一 般 地 ， 考 虑 在 流 形 MCR 上 的 问 量 场 w 的 零点 %. 
将 看 作 一 个 从 M B) RY BRT, PL Seat dw TMR 是 
引 理 5 由 于 导 射 dw. 实际 上 将 TM, 变 到 子 空间 TM， 
CR* 中， 因此 能 考虑 作为 从 TMUM, 到 自身 的 线性 变换 ， 如 果 
这 个 线性 变换 的 行列 式 D0， 则 z 为 包 的 一 个 孤立 零点 , 它 
的 指数 为 十 1 或 一 14, 是 按 忆 为 正 或 为 负 而 定 . 
证 明 BA U—>M 为 2 的 菜 一 邻 域 的 参数 化 ， 今 6 下 
aR” 的 第 个 基 向 量 , AS 
t= dhu (£) =0h/0u%, 
Or eh tt, M ERDE TMa 的 基 ， 现 在 需要 计算 
=t u) 在 线性 变换 dun FR. AER 
Btn uy (C) =d (woh) yle) = Ow (h(t) ) /Ou. (1) 
设 v= Zoe AU 上 的 对 应 于 于 EA okma. OH 
据 定义 v=dhoweh, FH 
wlh(u)) =dhy(v) = Doi, 
因此 
Ow (hlu) ) /a= TsO/ du) H+ Dv; (8 /Ou), (2) 
联合 (和 (2) ,并 且 在 2 的 零点 A (2) 处 计算 值 , 则 得 到 公式 
dw, (t) = X; (@v;/ 3u) t, (3) 
TÆ du, RTM, IAS, HARESH TM >TM: 的 行 
JA D FFER Ov,/du) HAWK. 结合 引 理 4 即 得 本 引 
理 的 证 明 . 
WES RAMI MOR’ SN, BoM 
的 e- 邻 域 ( 即 满 足 条 件 ， 对 于 某 一 y€E M iE fe—y|<e 的 所 
有 2zE 六 的 集合 )、 当 e 充分 小 时 , 能 够 证 明 六 。 是 光滑 的 有 
边 流 形 ( 见 $8 中 问题 11), 
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定理 1 对 于 A 用 上 只 有 非 暗 化 零点 的 任意 疝 量 场 %， 指 
数 和 Ze 等 于 Gauss 映射 

g: ON > S*+ 
ARE 特别 ， 这 一 指数 和 是 不 
依赖 于 向 量 场 的 选取 的 . 

证 明 对 于 wEN。 Br) 
EM 表示 M 中 最 接近 于 % 的 点 
(参见 $8 中 间 题 12). 注意 癌 

区 14 M iege o—r(a) BERF ME Rr) 
APA 25 A, 否则 , OTE M 中 最 接近 于 的 点 . ae 
8 充分 小 , UDR ET 7 (@) ASEH AY, FP DE SE A EY. 

INTE EEY RE RT H A BB 

pæ) = |s- ræ P, 

经 简单 的 计算 表明 ,9 的 梯度 由 

grad p=2(a—r(a)) 
给 出 .因此 , SP See dH a ON =p (7) 的 每 一 点 2 向 外 的 
单位 法 商量 由 

g(x) =grad p/ lgrad p| = (v-r (æ))/e 
ih. RE OD AB NV, Ey w, w 的 定义 是 
w(2) =(w—r (£) ) +o(r(@)), 

ww 在 边 上 指向 外 ， 因为 内 积 we) gD SF e>0, WE M p 
2 的 零点 处 才能 为 零 ,这 是 清楚 的 , 因为 两 个 加 项 (x 一 7 (2)) 
写 2(7(w)) 是 互相 正 交 的 . 在 零点 z€ M 处 计算 ww 的 偏 导 数 ， 
可 以 看 到 


* Allendoerfer 与 Fenchel 给 了 此 度 一 个 不 同 的 解 尝 ，9 的 度 能 够 表 为 其 
~~ SHH REE M 上 的 积分 , 于 是 便 产 4: 了 经 典 的 Gans- Bonnot 定 
PLAY me i dte) (ERL; 也 可 见于 Chern[6)。 一 一 原 注 
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对 于 所有 的 ETM don) =de, 
WPRETME, dw.(h) =h. 

于 是 dw, 的 行列 式 等 于 dv; 的 行列 式 ， FA w ZEB e 处 的 

指数 等 于 在 点 处 的 指数 4. 

MRIS, MAME 等 于 9 的 度 ， 这 就 证 明了 定理 
1, | 

例 在 球台 "上 存在 一 个 向 量 场 w， 它 在 每 一 点 处 都 指向 
“ 北 “， 在 南极 处 各 向 景 向 外 放射 , 因此 指数 是 +1; 在 北极 
处 各 向 量 向 内 汇集 , 因此 指数 是 (一 1” 于 是 不 变量 D 等 于 
0 或 2 按 mw 是 奇数 或 偶数 而 定 。 这 就 重新 证 明了 在 偶 维 球 上 
的 每 一 个 向 量 场 都 有 零点 . 

对 于 任意 奇 维 的 无 边 流 形 , 不 变量 D 为 零 ， 因 为 如 果 把 
HEH ¢ 换 成 一 % 则 每 一 指数 都 是 张 了 (一 已” 从 而 等 式 
之 (一 《一 已 >， 

当 m% 为 奇数 时 , BE De = 0. 

注意 ” 若 在 一 个 连通 流 形 M 上 .一 0， 则 Hopf 的 定理 
就 断定 M 上 存在 一 个 根本 没有 零点 的 向 量 场 . 

为 了 使 Poincaré-Hopf 定理 完全 可 靠 ， 下 列 三 个 步骤 是 
完全 必要 的 . 

第 1 步 FER De 与 Buler 数 x(MM) 恒 等 。 这 只 需 适 
当地 构造 一 个 在 下 上 的 、 使 得 De 与 x (CM) 相等 的 非 赔 化 向 
OAM BIT ED, 作 这 件 事 的 很 有 趣 的 方法 如 下， 根据 M. 
Morse 的 理论 ， 总 可 以 找到 M 上 的 一 个 实 值 函 数 ， 它 的 梯度 
是 一 个 非 晓 化 的 向 量 场 、 同时 Morse 证 明了 与 这 个 梯度 场 
连 系 着 的 指数 和 等 于 M 的 Paler 数 . 关于 这 一 论证 的 详情 
O P Pith: v HAAR o (e) =p (pre) REO 其中 FRULA 

11), E 
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请 读者 参考 Milnor[22, pp. 29, 36), 

第 2 步 对 于 有 晓 化 零点 的 向 量 场 ,证 明 这 个 定理 ， 首 
先 考虑 开 集 U 上 的 有 一 个 孤立 零点 x HG, 

à; U—[0, 1] 
É 2 的 一 个 小 邻 域 Wi 取 值 为 1， 而 在 一 个 稍 大 一 点 的 邻 域 
N 外 取 值 为 0， 同 时 车 y 是 2 的 一 个 足够 小 的 正则 值 ， 则 向 
my 
v (s) =v (x) —A@)y 
FE N 中 是 非 晓 化 的 ”， 在 六 PRIRA RARE RS 
0;DNV 一 2 

的 度 来 计算 , 因此 , 在 这 种 蔡 换 *” 之 下 是 不 变 的 . 

更 一 般 地 , 考虑 紧 致 流 形 M 上 的 向 量 场 . 局 部 地 应 用 这 
一 断言 ， 可 以 看 到 任意 有 孤立 零点 的 向 量 场 能 换 成 一 个 非 赚 
化 的 疝 量 场 而 不 改变 其 指数 和 De 

第 3 步 有 边 流 形 . MCR Ain, WEL aM 上 指 
向 外 面 的 任 一 向 量 场 ” 也 能 扩充 到 邻 域 W。 上 , 并 使 其 在 9N。 
上 指向 外 面 , 不 过 在 的 边 的 周围 的 光滑 性 问题 上 存在 着 某 
些 困 难 ， 因 为 六。 不 是 光滑 的 ( 即 CO” 类 可 微 的 ) 流 形 ， 而 仅仅 
是 C0- 流 形 ， 如 果 象 前 面 一 样 , 用 ww) 一 v (7 (2)) +e- rla) 
来 定义 扩展 w, CE IM 附近 将 仅仅 是 连续 向 量 场 . 这 一 论 
断 是 能 够 证 明 的， 而 不 必 给 出 更 强 的 可 微 性 假定 。 此 外 还 有 
其 他 的 证 明 方 法 ， 


”显然 ,在 Wi 中 凡是 非 并 化 的 。 落 9 充分 小 , 则 v' 在 和 一 Ni 中 根本 没有 
零点 . 一 一 原 注 
”) 即将 2 换 成 。 一 一 译注 
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$7 标 架 式 协 边 ; Pontryagin 构造 


映射 MM’ 的 度 只 是 当 着 流 形 M 和 履 ' 是 有 定向 的 并 
且 具 有 同样 的 维 数 时 才 有 定义 . 现在 研究 由 Pontryagin 给 


出 的 一 种 推广 ， 它 对 于 任意 从 紧 致 无 边 流 形 到 球 的 光滑 映射 
f: M—>S 


都 有 定义 ， 下 面 首先 叙述 某 些 定义 . 

SN SN AHMAR ne RB, fA aN =N” 
一 0M 一 0， 4B m-n 称 为 这 些 子 流 形 的 余 维 数 . 

EX WR Mx (0, UTR 

NxD, s) UN’x (ge, 1] 
能 够 扩张 为 一 个 紧 致 流 形 
CMYx [0, 1] 

使 得 oOX~NxOUN’x1, 
并 且 使 得 脏 与 加 x0U Mx1 的 交点 都 是 8 下 的 点 ， 则 称 访 
在 性 中 协 边 于 WNW, 

BM, 协 边 是 一 个 等 价 关 系 ( 见 图 15), 


dé x0 Mxi Mx2 
图 15 M 中 两 个 协 边 的 粘 接 


‘eo AT 。 


Mx [0, 1] 
图 16 标 架 式 子 流 形 与 标 架 式 协 边 
EX PIE NOM NP RRIF EAE BD, 
它 于 每 一 点 ZEAW 指定 了 点 & 处 好 中 对 于 六 而 言 的 法 向 
EZM TN CTM: HA 
(x) = (æ), 0 ) 
(H.E 16). FERN, 5) 称 为 好 的 标 架 式 子 流 形 。 WARR 
ATHEN, 外 与 CN 中 是 标 架 式 协 边 的 ， 如 果 存 在 NG 
N 间 的 一 个 协 边 XCM x [0, 1 以 及 区 的 一 个 标 哥 uu， 使 
得 
当 (o, EN xO, e), ws, = (8), 0); 
(a, HEN’ x (i-e, 1], we, = wi), 0), 
IX ORRAT ETE AR ID) PFE — PS RAR, 


© 括号 中 的 字 为 译 者 所 如。 一 一 译注 
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现在 考虑 光滑 映射 f, MS? ARIE N Eys. 映 
射 了 诱导 出 流 形 f+) 的 一 个 标 架 如 下 : Pa TO"), 
选取 一 个 正 的 有 向 基 5 一 (V，…, 中 .对 于 每 一 个 ZE 广 
回顾 第 14 页 ， 

dfa T Me—>T ST), 
将 子 空间 T 映 成 零 ， 且 将 它 的 正 交 补 空 间 TPO 
el FAHE BR BY TCS"), 上 .因此 存在 瞧 一 的 一 个 向 量 
wl (a) ETHET Me 

在 dfe FIRA o, NTI, KARE £7) Kae w e), 
e, w w) WE w= fo, 

EM WRA ME TU), JORA SARR K 
Pontryagin 流 形 . 

自然 , WF y Alo 药 不 同 选 择 , f 有 许多 Pontryagin ji 
É, 但 它们 都 属于 同一 个 标 架 式 协 边 类 ， 

ERA By 是 了 的 另 一 个 正则 值 , 且 v 是 了 (Sy 的 
一 个 正 的 定向 基 , 则 标 架 式 流 形 (FY), £2) RT 
CF WD, fr). 

EEB MMA OS? RP SOR EA Te OY 4 4 
它们 联系 着 的 Pontryagin WI EB LY. 

定理 C MH 中 任 一 余 维 数 为 p 的 紧 致 的 标 架 式 子 流 形 
(N, pm) 均 可 认 作 某 一 光滑 映射 天 一 57 的 Pontryagin 流 
形 . 

于 是 映射 的 问 伦 类 便 与 子 流 形 的 标 架 式 协 当 类 一 一 对 
DA 

定理 A EER RMT $4 85 pii 6 ii I EBA, 
DEH ET TIAA: 

引 理 1 着 b 与 5 为 在 y 处 的 两 个 不 同 的 正定 向 基 ， 则 
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Pontryagin HIB SY), 7"b) 标 架 式 协 边 于 (fC), fr’). 

证 明 在 (5), 的 所 有 正定 向 茜 的 空间 中 选取 一 条 从 
b 到 5 的 光滑 道路 。 这 是 可 能 的 ， 因 为 这 一 基 的 空间 能 够 等 
局 于 具有 正 行列 式 的 矩阵 的 空间 GJ Cp, BR), 因此 是 连通 
的 . 由 这 一 道路 引出 所 求 的 协 边 广 "0 x [0, LIRR. 

BRA, BND TBH St), 了 9) "中 
省 略 f'o 而 径 称 为 “ 标 架 式 流 形 Fy)”. 

引 理 2 车 y 为 了 的 正则 值 ， 旦 * 充分 接近 于 y, 则 
FCO RBA FAY). 

证 明 因为 临界 值 的 集合 fC) 是 紧 致 的 ， 故 可 以 选 到 
s>0 使 得 9 的 s- 邻 域 上 只 包含 正则 值 . 给 定 > 满足 |z 一 镍 天 
s， 选 取 一 个 光滑 的 单 参数 旋转 族 ( 即 间 IE) 71, S?->S?,， 使 得 
ri(y) =z, FFA 

D 4 0<i<e’ 时, 7; 为 恒 同 ; 

D 4 1—e’<t< 时 , 7; EF ry; 

3) 每 一 个 9 都 位 于 从 % A AL, 因此 为 了 的 
正则 值 . 

定义 同 伦 

F, Mx (0, 1]~—>Sr 

KFE, 如一 msf(w)， 对 于 每 一 个 t 注意 * 为 复合 映射 

riof, M—>B? 

的 正则 值 ， 这 就 可 推 知 2 WRI F EET. TÆ 
Fi(z) CM x [0, 1] 

为 一 标 架 式 流 形 , 并 且 它 给 出 了 标 架 式 流 形 广 :(2) 与 

(rich) C) =f “vi? @ =f") 

之 间 的 一 个 标 架 协 边 ， 这 就 证 明了 引 理 2. 

引 理 3 车 与 g 是 光滑 同 伦 的 , Hy 是 两 者 的 正则 值 ， 
。50 ， 


则 FERRER ATF 9 (9 ， 
证 明 选取 一 个 同 伦 r, 满足 
F(a, H}=f@ Oxi<e), 
F(z, t=-g(@) (G-e<i<l), 
选取 一 个 五 的 是 够 靠近 4 的 正则 值 > 因而 也 1) 标 架 式 协 
WF Sf WY, 并且 9g OREA OFM. AT F e) 
为 一 标 架 式 流 形 ， 并 县 它 给 出 SCO (为 之 间 的 一 个 标 
架 式 协 边 ， 这 就 证 明了 引 理 3. 
定理 和 A 的 证 明 给 定 了 的 任意 两 个 正则 值 y Sz BN 
能 够 选取 一 个 光滑 的 单 参数 旋转 族 
ri: S°—>S? 
使 得 ro AA, HEr = 于 是 了 同 伦 于 7r1of; 因此 
FO) PRR AT 
(ref)? @) =f ir @) =f"). 
这 就 完成 了 定理 A 的 证 明 . 
EMC 的 证 明 ÆTTIR NCU 为 带 着 标 架 
DH, 余 维 数 为 p 的 标 架 式 子 流 形 ， 设 入 是 紧 致 的 并 且 9N = 
ðM =ğ, 


乘积 邻 域 定理 ON EM ip = >> 
WY SL — SRG AF AR TER ON x SD) 
EP, 紫外, to} EERE ts iE 
每 一 个 EN HWE (ve, OECN 图 17 不 可 标 架 的 子 流 形 
x 8, 并 且 使 每 一 个 法 标 架 5(2) 对 应 于 OR? 的 标准 基 ， 

注意 ”对 于 任意 子 流 形 乘积 邻 域 不 存在 (参见 图 I. 

WEAR i M 为 欧 氏 空间 RY, 考虑 映射 g;: Nx RP 
M, 其 定义 为 

g(a; t,o, ty) =a ttit (e) + 二 tp (2), 
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显然 dgeio 0) 是 非 晓 化 的 , 因此 9 将 (2 0) CN x R yas 
HAS} FA HBR R — ARNEE. 

WR e>O 充分 小 ， 我 们 将 证 明 g 在 入 x0 的 整个 邻 域 
NxU。 上 是 一 一 的 ,其 中 Us RR OTE R pii egi. AA 
HN, EN x BS ea, D, vw), Hulse 
任意 小 , 使 得 

gla, w=ga', vu’), 
Ey NV 是 紧 致 的 , EARRA AE, FA ow he 
RF to, 2 WAT wm, Hud, v0, 显然 a=, Mesa 
9 在 (o 0 的 一 个 邻 域 息 是 一 一 的 棚子 盾 . 

TÆ gH N XU, 微分 同 胚 地 跨 到 一 个 开 集 上 , 但 UV 在 
对 应 


u->u/ (1— lvl/s’) 

之 下 微分 同时 于 整个 欧 氏 空间 如。 因为 glx, 0) =w， 且 因为 
Age, oy 满足 定理 的 要 求 ， 这 就 对 于 M= R+ 的 特殊 情形 证 明 
了 乘积 邻 域 定理 . 

对 于 一 般 情形 ， 必 需 将 R 中 的 直线 换 成 M 中 的 测 地 
线 ， 更 精确 地 说 , 令 lest oo, ty) 及 中 长 度 为 上 ww) 十 
to (o) 1 的 测 地 线段 的 端点 ， 这 个 测 地 线段 从 4 开始, H 
初速 度 向 量 为 

140" (@) e tot (a) /vt w) tr Cw) ||, 
熟悉 测 地 线 的 读者 , 不 难 验证 : 
9g: N xU; >M 

当 8 充分 小 时 完全 确定 ， 并 且 是 光滑 的 . 余下 的 证 明 与 前 面 
相同 . 

定理 0 的 证 明 NC M 为 紧 致 的 无边 的 标 架 式 子 流 
形 . WTN 的 邻 域 了 用 上 面 的 方法 选取 一 个 乘积 表示 
. 53， 


g: N x BR->V CM, 
并 且 定 义 上 映射 
mw, V> 
H alg, D) 一 y( 见 图 18). 显然 0 为 正则 值 ， 有 mw 9) 恰 
好 是 附 有 给 定 标 架 的 全 ， 


is 构造 一 个 共有 给 定 Pontryagin 流 形 的 映射 


现在 选取 一 个 光滑 上 映射 p: ROS, CHP lel 
21K © 里 为 一 个 基本 点 so, 并 且 将 R 中 的 开 单 位 球体 微 
Fy eR” PR BY S57 一 So 上 .定义 
f: MS 
为 4 ceV BY, fw) 一 和) 
“4 ceV 时 ， f@) =s. 
显然 了 是 光滑 的 ， 且 点 9249 是 了 的 正则 值 ， 由 于 相应 的 
Pontryagin 流 形 
f*@O)) =a 0) 
正好 等 于 标 架 式 流 形 N, AMER T EM O 的 证 明 . 
为 了 证 明定 理 B, 必需 首先 证 明 一 个 映射 的 Pontryagin 
流 形 决 定 它 的 同 伦 类 . $f, g: MoS? EREA A A] AY IEW 


9 例如 ，9( 芒 一 了 (2 人 je 的 )， 革 中 因为 从 5 出 发 的 球 极 投 射 ，》 为 单 
调 逆 沪 的 光滑 梧 数 ， 且 满足 条 件 ， 当 4<1 时 ,A>0; H iL, A) 
一 0. 一 一 原 注 : 


« 53» 


值 y 的 光滑 映射 . 
引 理 & SMR RES Tw, PORT RRARB 
ity), g0), 则 了 光滑 地 同 伦 于 g. 
证 明 ”为 方便 计 , EN- a). i .Po 一 9 意味 着 
对 于 所 有 的 EN, dfza= dye. 
先 设 了 与 9 在 六 的 某 一 邻 域 上 完全 重合 ， 令 六 部 一 
y> 为 球 极 投射 ， 那 么 ,由 同 伦 
4 sEV 时 ， H (s, t) =f (@); 
EM—NHN, H(e, D= tit hC æ) 
+t) -h(g@))]. 
可 以 知道 : 了 光滑 地 同 伦 于 g. 
于 是 只 要 将 了 变形 ， 使 得 在 W 的 某 一 小 邻 域 上 与 9 重 
合 ,但 在 变形 的 过 程 中 必须 注意 ， 不 要 把 任何 新 的 点 映 为 y. 
HFN 的 邻 域 广 选取 一 个 乘积 表示 
N x RV CM, 

HV 足够 小 , 使 得 (7) 与 gO7) 不 包含 y 的 对 径 点 gy。 将 
V 5 N xE Si, A S -y 与 Br? 等同, 得 到 相应 的 映射 
F, Q. N x RF, 

其 中 TO)=G 0 一 六 X0， 
并 且 对 于 所 有 的 2EW， 

dewo=odgGeuo= (到 已 的 投射 )， 

首先 找 一 个 常数 E4 ce N WR O<|ul <e By, 

F(a, Wu>0 Ge, u) 'u>0, 
这 就 是 说 点 FE, w) SA ao, 四 属于 R h AE E 
空间 ,所 以 也 与 G 之 间 的 同 伦 

(-H) Fa, u) +tG, u) 

BY |ul<e 时 不 会 把 任何 新 的 点 映射 为 0. 
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根据 Taylor 定理 ， 
4% jul <i m, [P@, u) ~ul salul, 
因此 |E (x, u) —u) su| <ex/lul®, 
并 且 当 0< |u] <c=Min (cr, I)B}, 
F (a, u) -u> [ul ?—ex|ul?>9, 
对 于 G 有 类 似 的 不 等 式 ， 

为 了 避免 移动 离 得 远 的 点 ， 我 们 选择 一 个 光滑 映射 

A, RRR 
ul <c/2 i, AC) =1; 

当 |zj>e 时 ， AC) =O, 

现在 , 同 伦 
Fy@, uw =[L-AW tI F x, wu) HAG (a, wv) 

H F= Fo 形变 为 映射 Fi, BB: CO) Fs E K h jul <e/2 th 
与 以 重合 人) 当 juj>e i F: SF RA; (3) Fi 没有 新 的 
零点 。 对 最 初 的 映射 了 作 一 个 相应 的 形变 。 显然, 这 就 完成 
了 引 理 4 的 证 明 . 

ERB MEH 车 f 与 y 是 光滑 同 伦 的 , 则 引 理 3 断定 
Pontryagin RE fy) 与 g (四 是 标 架 式 协 边 的 ,反之 ,给 
定 了 7(Y) 与 9 1(9) 之 间 的 一 个 标 架 式 协 边 ( 耻 , m)， 完 全 类 
似 于 定理 CG 的 证 明 , 可 构造 一 个 同 伦 

F, Mx [0, 1]->8?, 
它 的 Pontryagin HE (P O), POER SEX, w). B 
了 i(w) =F œ, t), ARY Zo 与 了 正好 有 着 相同 的 Pontry- 
agin 流 形 。 因此 根据 引 理 4, 有 Fo~f; 类 似 地 , Fi~g、 因 
此 了 ~g， 这 就 完成 了 定理 B 的 证 明 . 

注意 ”定理 A、B 和 0 容易 推广 到 使 之 对 于 有 边 流 形 M 
适用 .根本 的 想法 在 于 具 考 虑 把 边界 变 为 某 一 基本 点 so 的 映 
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射 ， 这 种 映射 

(M, OM)-> (8?, so) 
的 同 伦 类 与 余 维 数 为 p 的 标 架 式 子 流 形 

NOM HA 

WEARS, Epy mA, 则 可 对 这 个 同 伦 类 的 集 
合 给 予 一 个 交换 群 的 构造， 并 称 之 为 第 p 个 上 同 伦 群 PM, 
OM), (M, OM) 中 的 复合 运算 对 应 着 M 的 内 部 中 的 无 
交 的 标 架 式 子 流 形 的 并 运算 (参见 8 8, 问题 17). 


Hopf 定理 


作为 一 个 例子 , 设 M 为 加 一 2 维 连 通 的 有 向 流 形 ， 余 维 
HON p 的 标 架 式 子 流 形 怡 好 为 一 有 限 点 集 ， 且 在 每 一 点 处 有 
一 指定 的 基 ， 令 son (wm) 等 于 十 1 或 一 1， 按 这 个 指定 的 基 决 
定 的 定 商 是 正确 的 定向 还 是 错误 的 定 册 而 定 . 于 是 Dosen oo) 
显然 等 于 相关 的 映射 MS” 的 度 ， 但 不 难 发 现 0 维 流 形 
的 标 架 式 协 边 类 完全 由 整数 室 sgn(%) 决 定 。 于 是 证 明了 下 列 
和 定理; 

Hopi 定理 车 M 是 连通 的 、 有 疝 的 无 边 流 形 ， 则 两 个 
映射 M—S” 是 光滑 同 伦 的 当 且 仅 当 它 们 有 相同 的 度 . 

ROH RM 是 不 可 定 癌 的， 则 给 定 了 及 ;的 一 个 基 ， 
我 们 能 够 在 一 条 闭 道 路 上 将 e 围 线 着 M 滑行 一 周 , 使 得 给 定 
的 基 变 成 相反 的 定向 ， 用 一 个 简单 的 推导 便 证 得 下 列 定理 : 

定理 $M ERY. 但 不 可 定向 的 流 形 , 则 两 个 映射 
是 同 伦 的 当 且 仅 当 它们 具有 相同 的 模 2 BRE. 

标 架 式 协 边 理 论 是 由 Pontryagin 为 了 研究 映射 

Sm_>So (m>p) 
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的 同 伦 类 而 引进 和 的， 例如 , 如 果 m= pried, WENER 
H S'S? 的 西 个 同 伦 类 ， Pontryagin 根据 S” 中 标 架 式 1- 
流 形 的 分 类 证 明了 这 个 结果 .更 难得 的 是 , 他 还 指出 在 m= 
p+2>4 的 情形 也 恰好 是 两 个 同 伦 类 ， 这 用 到 标 架 式 2- 流 
E. 但 是 ， 对 于 公 一 2>2， 用 这 个 方法 来 解决 问题 会 下 到 多 
重 困难 . 

后 来 产生 了 比较 简单 的 然而 是 很 不 相同 的 、 并 且 更 为 代 
BALM ITE HAIER. Pontryagin 构造 则 是 一 个 双边 
WOR. 它 不 仅 允 许 我 们 把 流 形 的 信息 传 入 同 伦 论 ， 还 使 我 
们 能 把 同 伦 的 任何 信息 传 入 流 形 理论 .在 现代 拓扑 中 的 某 些 
最 深刻 的 工作 就 起 源 于 这 两 种 理论 的 交互 作用 ,了 且 . Thom 的 
关于 协 边 理论 的 工作 和 鲁 蚌 一 个 重要 的 例子 参见 136J, [21]). 


*) 例如 见 S. -T. Hu, Homotopy Theory, 原 注 


. 57 » 


s8 练 FY 


为 读者 列举 一 些 问题 如 下 ， 

HAI 证 明 复 合 映射 gof 的 度 等 于 乘积 (deg g) (deg f). 

问题 3 证 明 每 一 个 % 阶 复 多 项 式 引 出 一 个 从 Gauss 球 
S? 到 自身 的 n 阶 光滑 映射 . 

问题 3 车 从 了 节 到 5 的 两 个 映射 与 9 满足 对 于 所 有 
的 wv, fæ) 一 g(z)|<2， 证 明了 同 伦 于 g 且 若 了 与 9 都 是 
光滑 的 , 则 这 个 同 伦 也 是 光滑 的 . 

问题 4 车子 是 紧 致 的 ， 证 明 每 一 连续 映射 XS? 均 
能 用 光滑 映射 一 致 地 逼近 ; 若 两 个 光滑 映射 ~>S? 是 连续 同 
伦 的 , 证明 它 们 还 是 光滑 同 伦 的 . 

问题 5 Bm<p, 证 明 每 一 映射 MHS KATHE 
映射 . 

问题 6(Brouwer) ”证 明 具 有 异 于 (一 1)"*! 的 度 的 映 冉 
FS 必 有 一 个 不 动 点 . 

问题 7 证 明度 为 奇数 的 任 一 映射 ->5" 必 将 某 一 对 
对 径 点 变 为 一 对 对 径 点 . 

问题 8 给 定 光滑 流 形 MCR RNCR, TM ZN 
PMX) ww,y 等 于 TM,x TN,. 

问题 9 光滑 映射 f. MM 一 入 的 图 工 定义 为 满足 条 件 
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TO =y 的 所 有 点 (2, DEMIN 的 集合 . 证 明了 为 一 光滑 
流 形 , 且 切 空间 
TE a, yCTM,xIN, 
等 于 线性 映射 df. 的 图 . 
问题 10 Bie MCR, WEH WAS 
TM ={(2, o) E M xR vE TM} 
也 是 一 个 光滑 流 形 。 证 明 任 一 光滑 映射 f. MON 引出 一 个 
光滑 映射 


af, TM—>TN, 
其 中 4( 恒 同 ) 一 恒 同 ， 


d(gof) = (dg) df). 
问题 11 同样 证 明 法 从 空间 
E={(%, DEM x Rv | TM, 
为 一 光滑 流 形 . EM ERKELA, WHA E B) RY Ay xt 
应 
(a, v)hext+y 
MxF EB PAY -ARRA APR HUARD) M Ze R By e- 
邻 域 N, 上 (参见 87 中 的 乘积 邻 域 定理 ). 
问题 12 H rato) =r eM rr. NM. 证明 reto 
比 ME fi Re eto 用 收缩 7 证 明 与 问题 4 类 
似 的 论断 ,在 其 中 将 球 S? 换 成 流 形 M. 
问题 13 给 定 不 相交 的 流 形 M, NCR, 环绕 映射 
- A, Mx N—S* 
ENH A, 9) =@-y)/lo-y], FM 5N BRR, A 
向 的 , A, 其 总 维 数 为 m+n 一 k, 则 和 的 度 称 为 环绕 数 
UM, N). 证明 
UN, M)= (-1) PMOL M, N). 
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WRM 为 基 一 个 与 N 无 交 的 有 疝 流 形 X hoa, WEB TCM, 
NV) 一 0， 对 于 在 球 8" 中 的 无 交流 形 定 义 环 绕 数 ， 

问题 14 Hopf KEE. 车 yte 都 是 映射 f, S48" 
的 正则 值 ,于 是 波形 STO, fA @ORBRE SD 中 那样 给 巴 
定向 ; 因此 环绕 数 1(f-1(y), /1(z)) 是 有 定义 的 ， 

a) 证 明 这 一 环绕 数 作 为 y 的 函数 是 局 部 常 值 的 ; 

b) #y 与 z 也 是 9g 的 正则 值 , 其 中 对 于 所 有 的 v, 

| f@) -g@) | <ly—2f. 
证 明 EE U), FEE =O, FE) 
=—l(g y), g E). 

0) ERIS y), F*@) CURB f EA THAR AR 
RiP y Ale 的 选择 . 

整数 H (Sf) =I), 了 -1(z)) 称 为 1 的 Hopf KEE 
(参考 [15]). 

问题 15 FER o 为 奇数 , EM A) =0， 对 于 复合 
映射 


S21 > S87? > go 


证 明 A (oof) SF ACP) FE g 的 度 的 平方 . 

Hopf 纤维 化 m, SS 定义 为 

(wa, ta, Us, Va) =h ( (vitis) / (os 十 2524) )， 

其 中 表示 到 复 平面 的 球 极 投射 证 明 H Gc) =1, 

问题 16 MAS aI NV 5N 称 为 横 截 相交 的 ,如 
果 对 于 每 一 个 ZEWnN'， 子 空间 全 We。 5 TN 共同 生成 
TM. Gintn'<m, RAR NON’ =G,) 车 N Aaa 
ATHE, WA EAE AU eS 5 ay 横 
PAC. 证 明 得 到 的 交 为 一 光滑 流 形 . 
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问题 1 S PODEREA MPR A BW p RRR 
式 协 边 类 的 集合 ， 用 横 截 相交 运算 定义 一 个 对 应 

I CM) xI (M) (M), 
H phy n+l, 用 无 交 并 运算 将 (2 人) 作成 一 交换 群 (参见 
p. 56), 


a Gl a 


附录 二流 形 的 分 类 


我 们 要 证 明 在 本 书 正 文中 假定 为 已 知 的 下 列 结果 ， 还 要 
给 出 关于 高 维 流 形 分 类 问题 的 一 个 简短 的 讨论 . 
定理 任 一 光滑 的 连通 的 1- 流 形 或 者 微分 同 胚 于 圆周 
,或 者 微分 同 胚 于 实数 的 某 一 区 间 . 
(区 间 是 及 中 多 于 一 点 的 连通 子 集 ， 它 可 以 是 有 限 的 或 
无 限 的 ,也 可 以 是 开 的 、 闵 的 或 半 开 的 .) 
因为 任 一 区 间 都 同 胚 于 * [0, 1], (0, 1130, 1), kiei 
出 只 有 四 个 不 同 的 1- 流 形 . 
证 明 要 用 到 弧 长 的 概念 ， 令 了 宕 示 一 个 区 间 . 
定义 ”如 果 了 将 了 微分 则 胚 地 上 映 到 用 的 一 个 开 子 集 
上 ””， 并 且 对 于 每 一 个 sE 了 T,，“ 速 度 向 量 ”4f,(1) CTU ye B 
有 单位 长 ， 则 映射 f: I >M RAAKA RRA. 
用 一 个 直接 的 变量 替换 , 任何 一 个 局 部 参数 化 工 ->M 都 
能 变换 成 一 个 弧 长 式 参 数 化 . 
引 理 $ f:I>M, 9: SPM 都 是 弧 长 式 参 数 化 ， 则 
» 例如 用 形 如 
f(t) =atanh(t) +b 
™ 于 是 仅 当 戏 有 边 点 时 , 工 才能 有 边 点 。 一 一 原 注 
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f(D Ng(J) 最 多 有 两 个 分 支 ， 车 它 只 有 一 个 分 支 , 那么 了 能 
扩充 为 并 A(T) Ug(7) 的 弧 长 式 参数 人 化， 车 它 有 两 个 分 支 , 那 
么 M 必 定 微分 同 胚 于 S. 

证 明 显然 gof 将 工 的 某 一 相对 开 子 集 微分 同 胚 地 映 
到 J 的 一 个 相对 开 子 集 上 上， 并 且 g ">f 的 导数 处 处 等 于 土 1. 

考虑 由 满足 f(s) 一 g(t) 的 所 有 (s, HARKER TCI x 
J. 则 工 为 由 斜率 为 土 1 的 线段 作成 的 TxJ 的 闭 子 集 ， 由 
FT EBREHE g tof 局 部 地 为 一 个 微分 同 胚 ， 这 些 线段 不 
能 在 了 xJ 的 内 部 有 端点 ， 而 是 必定 能 扩展 到 边 上 ， 由 于 
g of 是 一 一 上 旦 单 值 的 ， 在 矩形 了 xJ 的 四 条 边 的 每 一 条 边 
E, 这 些 线段 中 最 多 只 有 一 条 能 够 取 端 点 、 因 此 本 最 多 有 两 
个 分 支 ( 见 图 19)。 而 且 当 有 两 个 分 支 时 , 两 者 必 有 同样 的 斜 
率 ， 


B= 


| hor 1 
a b e a 
图 19 卫 的 三 种 可 能 性 
车 荆 是 连通 的 , 则 g ?of 扩充 为 一 个 线性 映射 D, RR, 
将 了 及 g°* 荆 粘 接 起 来 即 产 生 所 求 的 扩充 
F,IUL*WS)>f(D Ug). 
BLAATHR, 设 其 斜率 为 +1， 它 们 必 能 被 安排 得 
RER 19 的 左边 矩形 中 一 样 ， 必要 时 ， 改 造 一 下 区 间 /= 
(y, 8), 我 们 可 以 假定 Y=c, O=d, 于 是 
oe<b<e<d<a<p. 
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现 设 0 一 2rt/ (a 一 @ ,所 求 的 微分 同 胚 
h, S>M 
可 用 下 面 的 公式 来 定义 ， 
h(cos§, sinp =f) (C4 a<i<d if); 
=g (4e<i<Py). 
RENSE M 中 是 紧 致 的 开 集 , 政 必 为 整个 流 形 M, 5A 
得 证 . 
分 类 定理 的 证 明 ”任何 一 个 弧 长 式 参 数 化 都 能 扩充 为 最 
大 的 弧 长 式 参 数 化 
Ff, 1M, 
其 中 “最 大 ” 意 指 :， 了 作为 弧 长 式 参 数 化 而 言 ， 不 能 再 扩充 到 
更 大 的 区 间 上 , 这 只 要 将 了 先 尽 可 能 地 向 左 扩充 ,然后 再 尽 可 
能 地 向 右 扩充 . . 
EM 不 微分 同 胚 于 全， 我 们 要 证 明了 是 在 上 的 . 因此 
是 一 个 微分 同 胚 . 因为 如 果 开 集 (了 不 是 整个 M, 那么 在 
UH 一 f( 了 1) 中 有 f( 力 的 一 个 极限 点 %， 将 4% 的 一 个 邻 域 纺 长 
参数 化 , 并 且 应 用 引 理 , 可 以 看 到 了 能 够 扩充 到 一 个 比较 大 的 
区 间 上 .这 与 了 是 最 大 的 假定 相 矛 盾 。 从 而 完成 证 明 . 
注意 ”高 维 流 形 的 分 类 问题 令 人 望 而 生 上 其， 对 于 2 维 流 
形 ， 完 整 的 说 明 是 由 Kerékjártó [iT] AHi. 3 维 流 形 的 研 
究 是 当前 的 研究 专题 ( 见 Papakyriakopoulos [361)、 对 于 维 
数 之 4 的 紧 致 流 形 ,分 类 问题 实际 上 是 不 可 解决 的 ”， 但 对 于 
高 维 单 连通 的 流 形 , 近年 来 有 许多 进展 , 例如 见 Smale[31] Fi 
Wall (371, 


» 见 Markov[19]， 一 一 原 注 
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下 面 是 一 份 由 原始 资料 和 推荐 给 读者 的 参考 书 组 成 的 混 
合 表 . 对 于 希望 深究 微分 拓扑 的 读者 , 我 们 推荐 Milnor[522]， 
Munkres[25] 及 Pontryagin [28]. 概观 性 文章 [23] 及 [832] 
也 是 有 用 的 . 作为 密切 相关 领域 中 的 背景 知识 ， 我 们 推荐 
Hilton 和 Wylie(11], Hu[t6], Lang[18], de Rharaf291， 
Steenrod [34] L4 Ke Sternberg [35], | 
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Il. 微分 拓扑 


普林斯顿 大 学 John Milnor 讲授 ，1958 
James Minkres 笔记 


XS) Hh Fb FY A EAE PAE ZED DE FS 
变性 质 的 学 科 ， 在 这 个 题目 下 面 的 典型 问题 是 : 

给 定 的 两 个 可 微 流 形 在 什么 条 件 下 是 微分 同 哑 的 ? 
(2) 某 一 个 给 定 的 可 微 流 形 是 另 一 个 可 微 的 有 边 流 形 的 
边 吗 ? 

(3) 某 一 个 给 定 的 可 微 流 形 是 可 平行 化 的 吗 ? 

所 有 这 些 问 题 的 率 涉 面 都 超过 流 形 的 拓扑 学 ， 但 它们 并 
不 属于 通常 总 基带 有 附加 结构 (如 联络 或 度量 ) 的 微分 几何 . 

在 这 一 课题 中 最 有 力 的 工具 米 自 代数 拓扑 。 特别 , 示 性 
类 论 是 最 重要 的 ; 据 此 , 从 流 形 M 过 渡 到 它 的 切 从 , 从 而 又 过 
HB M 的 某 些 依赖 于 这 个 从 的 上 同调 类 . 

这 些 笔 记 打算 作为 这 一 课题 的 引 论 ， 尽 可 能 不 涉及 代数 
拓扑 。 我 们 的 两 个 主要 目标 乃 是 可 微 %- 流 形 能 够 丛 入 于 欧 
天 空间 RO" ERRAT Æi Whitney 定理 ( 见 $1.32) 以 
肥 不 可 定向 的 协 边 群 N" 同 构 于 某 一 稳定 的 同 伦 群 的 Thom 
定理 ( 见 § 3.15). 

$ 工 中 主要 涉及 逼近 定理 ， 首先 给 出 了 基本 定义 和 阐述 
了 友 函 数 定理 过 .1~1.12). 其 次 证 明了 两 个 局 部 禹 近 定 理 ， 
指出 给 定 的 映射 能 够 用 最 大 秩 的 映射 擂 近 (i.18~1.21)， 最 
后 ,应 用 局 部 有 限 履 盖 得 出 相应 的 整体 性 定理 ， 即 Whitney 
嵌入 定理 和 Thom 横 截 性 引 理 (1.35). 

8$2 中 是 问 量 空间 丛 理论 的 一 个 引 论 , 着 重 介绍 流 形 的 切 
A. § 3 中 将 以 上 材料 用 于 研究 协 边 群 哎 "。 
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S1 流 形 的 能 入 和 浸入 


记号 欧 氏 空间 RY 中 一 点 2 的 坐标 记 为 (op a), 
W | el] =max|a|; O'(r) 表示 使 得 jz|<+ 的 vz 的 集合 而 
CO"(wo, RRE e-v <r MoMA. 方 体 C 的 闭 包 
WA C, 

如 果实 值 函 数 fo", e 网 的 所 有 各 阶 偏 导数 存在 且 连 
续 , 则 称 了 是 可 微 的 ( 即 " 可 微 意味 着 0~). 如 果 映 射 .六 U 
(其 中 0 为 29 中 的 开 集 ) 的 每 一 坐标 函数 放 , …, RE 
可 微 的 , 则 称 是 可 微 的 .Df 玫 示 了 的 雅 可 比 矩 阵 ， 易 验证 
Di gf) =Dg- Df. WFO, ja +, EA H 
到 的 . 车 np， 则 |D7| 表 示 这 一 矩阵 的 行列 式 . 

1.1 定义 wiht MW NERREIE T E BRATT% 
基 的 Hausdorff 空间 ， 

WIG M" 上 的 一 个 可 微 构造 PD 乃 是 满足 下 述 条 件 的 一 
族 定 义 在 M" WIT SR EY SC R e 

D 对 于 MM" 的 每 一 个 点 p， 存 在 p 的 一 个 邻 域 口 以 及 
从 UU 到 疡 的 一 个 开 子 集 上 的 同 胚 为 使 得 定义 在 U 的 开 子 
EW EWR SAT 2 SARS fh 是 可 微 的 . 

D) 若 U 都 是 包含 于 下 的 定义 域 中 的 开 子 集 ， 且 U= 
UU, 则 AIUE 多 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 和 FIED, 
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TRAR M 万 是 给 定 了 一 个 可 微 构 造 乡 的 流 形 ; 多 的 
元 素 都 称 为 M 上 的 可 微 函 数 ， 潢 足 上 述 1) 中 楼 求 的 任何 开 
集 U FURR A SR CU, 加 称 为 M 上 的 一 个 坐标 系 . 

记号 ”坐标 系 有 时 用 坐标 函数 表示 为 : 

Alp) = (> (p), ++, u"(p)). 

1.2 另 一 定义 RAET- RU, h), Hp u X M" 
的 开 子 集 UU 到 RFA TRE, 满足 

a) U: i MM" 

b) 对 于 所 有 的 名 j, 加! 是 及 CINU) 上 的 可 微 映 

射 . 
定义 坐标 系 为 一 个 开 集 UU 连同 从 UU 到 的 一 个 开 子 集 上 
BRIE h, 使 得 对 于 每 一 个 部 hh A hh 4} HI ZE ACU NUD 
与 (UU) 上 都 是 可 微 的 。 定义 M 上 的 可 微 构 造 为 所 有 
这 种 坐标 系 的 族 . 设 了 是 定义 在 开 集 下 LHR, WRT 
所 有 坐标 系 (U, h), fh! 在 h(U NV) 上 都 是 可 微 的 ， 则 称 了 
是 可 微 的 . 

容易 证 明 这 两 个 定义 完全 是 等 价 的 . 

1.3 定义 设 M, Ma HARE. J: UMa, 其 中 
U 为 11 的 开 子 集 ， 如 果 对 于 Ms 上 的 每 一 个 可 微 函 数 9， of 
在 My 上 是 可 徽 的 , 则 称 映射 了 是 可 向 的， 

设 ACM fı A>M, 如果 了 能 够 扩充 为 定义 在 4 的 
某 一 个 邻 域 [ 上 的 可 微 映 射 , 则 了 也 称 为 可 微 的 . 

Bf, Mi>Ms, MR FE f* 都 是 确定 的 并 且 都 是 可 微 
的 , 则 称 了 为 微分 同 胚 . 

[因此 M" 上 的 一 个 坐标 系 (U, A) FE Mh EU E 
同一 个 从 U 到 R 的 一 个 开 集 上 的 微分 同 胚 .] 

E ACM SF 4 的 庄子 集 , 上 面 刚刚 定义 了 可 微 西数 的 
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概念 ， 设 4 局 部 微分 同 奈 于 RY, 容易 证 明 这 一 族 ”" 是 4 上 
的 一 个 可 微 构造 ， 在 这 种 情形 下 , 4 称 为 M ETAPAN. 
下 面 的 引 理 在 初等 微 积 分 中 是 多 知 的 . 
1.4 引 理 RS COOK 满足 条 件 : MT HAW ij, 


2L <b, 出 对 于 所 有 的 a YEO, [Ff @)—SY)|<da}e 


| 


-中 

15 定理 ( 反 函 数 定理 ) RUAR WHER, f.U> 
R” 是 可 微 的 , 且 设 Df 在 点 vo 处 是 非 娆 化 的 ， 则 六 从 wo BY 
某 一 邻 域 到 /ao) 的 某 一 邻 域 上 的 微分 同 胚 ， 

证 明 我 们 可 以 假定 to= f E) =0 以 及 了 foo) 为 单位 
和 矩阵 ， 

& glw) =f(@) —2, 则 Dg O) BBR, HER > OR 
RAR, HF \ei<r, WeeU, Dfi, 并 且 | Ag'/2a;|< 
1/2n, 

论断 : 者 yECGV3， 则 恰好 存在 一 个 zECC) 使 得 
F@)=y. 

根据 前 一 引 理 , EO) LA, 


lgl) — ~ 9 (0%) ISS læ— sol. (*) 
定义 zo 一 O, wi Muy = YC— a). 这 是 确定 的 ， 因为 x, — 


Tai = g (8na) —9 (an1), B [enana E lity ately F 


是 对 于 每 一 个 % ital] <2 hy]. BE, 序列 w 收敛 于 满足 |z| 

<2]yi HEA oe, iocar). 从 而 w=y 一 g(w), w f(a) 

一 y， 这 就 证 明了 22 的 存在 性 ; 为 了 证 明 © 的 叭 一 性 , 注意 若 

S@)=f@)=y, W ge) 一 g(w) 一 vw 一 my， 这 与 (*) 相 承 盾 . 
D PRAZNE 4 的 开 子 集 上 的 可 微 函数 构成 的 族 ， 一 一 译注 
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Bit, J, Cr/ 急 一 CD 存在 ， 注 意 | 人 一 /zl> 
jn} [gg >e], Biyuda o) 


-f wd. PAllb, f-* REE ODES FREN 
的 , 因为 它 等 于 两 个 开 集 之 交 OG) NAFC). 

为 了 证 明 EAR, TE Fa) = f (a1) + Df (a) > 
(t-m)+h(e, o), HP-a) FRAAIE, MAER 
ERER. “BR AY AH RTE. 4 oon 时 , hie, 21) / 
|je—-a/>0, FAH D ENRE. A 

A+(f(@) f (@1)) = (@— 41) + Arh(e, vi) 

Me Alyy) tAk ly, yd =F A — f(y), 
Fek haly, y= -AGT U), FT). WA 

hiy, Ys) _ _ Ate, 21) aah 

ly— yt 和 一 c ly yl 
HF 2@—e|/ly-yil<2, RAY yy hy, y) ly -yl 
0, Ait DD =A=(D(f)) >. 

这 意味 着 DC( 广 是 下 列 映射 的 复合 : 


CC C0) ap GLO) say GL(n); 


其 中 GL) RAK nxn PrsE BLA, BEEN n- 
欧 氏 空间 的 子 空间 ， 由 于 广 :是 连续 的 并 且 Df 和 和 矩阵 道 都 
E Om HY, i DCP) RE SEN, BU 广 : 是 CO 的 ， 一 般 说 来 , 若 
FORO W, MH TE DF) 也 是 0* 的, 即 广 :是 
CM? 类 的 ， 这 就 完成 了 证 明 . 
1.6 引 理 ROKR W-t+HT HR OF,U- ROX 
p), FO) =0, BS DAO) WHA n, 则 存在 Re 中 原点 的 一 个 
PRAA -TRR “SD TR g 使 得 9 (0) 一 0， 并 且 在 
原点 的 某 一 邻 域 由 ，gf wt, or, @") = GY os, 0 oe, 0), 
+783% 


证 明 RA OCP, +, SOIE, oo, 2 的 秩 为 %， 我 们 
可 以 假定 OCF, +, 1) /0(*, +, o) EIERE THER. 用 
等 式 

F(a, e, a”) =f (a, =, 2) +(0, =, 0, grt +++) a?) 
Ex F, U xR R, FEST FH, 因为 
F(at, ee, a, 0, «+, 0) =f (at, +, 2”), 

因为 DF 的 行列 式 处 处 等 于 aG e, OIO, 
a) |, 故 .DF 在 原点 处 是 非 晓 化 的 .因此 五 有 一 个 局 部 逆 9 
将 下 中 原点 的 一 个 邻 域 映 到 另 一 个 邻 域 上 , 并 且 

gE (at, o, g) = t, e P). 

于 是 of (at, +, a) = (at, os, 0 +, 0), 

1.7 推论 i AJ M" ATRE. Be oe A, 则 
存在 M 上 围绕 4% 的 一 个 坐标 系 (U, 六 使 得 

RUNA) =A) NR 

(其 中 RY 考虑 作为 RY x R= Re 的 子 空间 成 x0). 

证 明 BUs h) A MAAE wR; 根据 假 
设 , 存在 一 个 从 M h e HOSES RV Bl) R 中 的 可 微 映 射 了 使 
得 FIV NA=fi WDA, A R* 中 某 一 开 集 W. 
我 们 可 以 假定 U1=V AA hi (a) =f) 一 0. 

现在 , fahi 是 证 上 的 恒 同 映射 , 故 其 雅 可 比 矩 阵 等 
F D(A Daf), CEIRI. BDE DOSTO WRN 
k, WARR 5E, FEA 0 的 某 一 邻 Vick Uva 
ER ER RE 9， 使 得 9(0) 一 0， 并 且 ghafra, e, 
g) = (at, e DFO ee, 0), 

PÆ U =h Vi) h= gh 满足 引 理 的 要 求 . 

18 引 理 RUX» WHER, $ f: UR, f (0) =0 
@=p), HS DAO) MRA p. 则 存在 从 RY 中 的 原点 的 某 
as 74 。 


一 邻 域 到 另 一 邻 域 上 的 微分 同 肥 太 AG ACO) 一 0 HE 
free, ee, aM) 一 (ar, ote, a) 。 

证 明 由 于 DSO) REN p, 我 们 可 以 假定 

alft, see, f°) 
d(x", . 2) 

在 点 0 处 是 非 暗 化 的 ， 用 等 式 

EP (at, +, BY = (FE), fID), or, oe, a) 
EM F U>R, W DFO) IERIE; S hA F WARA. 
令 g 为 从 E 到 子 空间 Re 上 的 投射 : f 一 JyF， TE 
fhiat, +, a) 一 (2 

= g(a", oo, x") = (a, vee, x”), 

1.9 练习 BU KERR FR, JUR, f0) =0, 
BA Di@ NFU 中 所 有 2 KRIA bMS BA E R AM 
Re hy AiR PSY E h AM g 使 得 

gfhla, =, 2") = (at, +++, a, 0, +, 0), 

1.10 定义 ES: Mi > Ma, fH BORA AH D haf hr") 
在 点 及 (%) 处 的 秩 ， 其 中 (Ui, hi) Al Uo, ha) 5} HE o 和 
F@O) MAMA. 如 果 处 处 都 有 rank 了 一 n(n<p)， 则 可 微 映 
Nf: WOM 称 为 一 个 浸入 ;如 果 了 还 是 一 个 同 胚 入 ， 则 f 
PAP RA, 

设 f: M> M”, yE M, 如 果 在 整个 集合 SOW 上 
Tank 了 一 2， 那 么 VE M? 称 为 了 的 正则 值 ; PM, y 称 为 临界 
ai. CA ye fOr), y 是 了 的 正则 值 ,] 

1.11 练习 若 4 为 到 的 可 微 子 流 形 , 则 包含 映射 A> 
MARA; 反之 ,车 f: MoM ABA, Wf My) Way Hh 
THÉ. 

1.12 练习 FYN f: MoM HEME, W O) 
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M" W n-p 维 可 微 子 流 形 ( 或 为 空 集 ). 

1.13 定义 如 果 色 的 子 集 4 能 被 具有 任意 小 的 总 体 
积 的 可 数 个 方 体 C(w, 似 构 成 的 族 所 覆盖 , 则 称 A AR A, 
在 这 种 情形 下 ，F" 一 4 是 处 处 稠密 的 ( 即 它 与 每 一 开 集 要 
交 ). 

1.14 引 理 设 1 WR WHER, $f: UR 为 可 微 
W. ACU MEME, 则 (4) 也 有 零 测度 . 

证 明 设 C 为 满足 6CD 的 任 一 方 体 ， 令 5 表示 对 于 
所 有 的 j,187/ewi| 在 0 上 的 最 大 值 ， 根 据 1.4， 对 于 
ye, | f(x) ~f(y) |<dnja—yf. 

FRANC 有 零 测度 ， 我 们 用 包含 于 0 的 并 且 Bri<s 
的 方 体 Co rO Bi ANC, WFO, OCCU, 
bars), He (ANC) BEA BLY F'n Det bn's 的 一 些 方 体 
所 覆盖 ， 因 此 ANC ASME, 

因为 4 能 够 被 可 数 多 个 这 种 方 体 C PER, BELL CA) 
有 零 测度 

1.15 推论 # Sf, UR 是 可 微 的 ,其 中 UU 为 RTE 
子 集 且 mn<p, 则 [OA EWE. 

证 明 U xR RISU LESS AA Uxo E 
Re 中 有 零 测度 ,所 以 FUD) 也 有 零 测 度 . 

116 定义 HACM, 如 果 对 于 每 一 个 坐标 系 (U, h), 
h(ANU) 有 零 测度 , We A HR, 

1.17 推论 # f: M">M? 是 可 微 的 且 %<p, 则 C7") 
AFW. 

1.18 定义 B M(p, 中 表示 具有 欧 氏 空间 R” 的 可 微 
构造 的 2x2 ERARIS, 令 Mp, m RRRA kh 


e 76 + 


Fa A PE. TEE pn, WM (p, n; n) 4 M Cp, n) 
的 开 子 集 ; 关于 牧 的 行列 式 判 别 法 证 明了 这 一 点 。 更 一 般 些 
1.58 引 理 Mip,n/4 M(p,2) h k(ptn— k) way 
微 子 流 形 , Fp k<min(g, n). 
证 明 i MoE M(p, m k); TELTE Bo 形 
/Ao Be 
lo, p ) 其 中 ho 是 非 赔 化 的 大 x 太 矩阵 , 存在 一 个 8 之 0 使 
(H 0 
得 当 4 一 4 的 所 有 元 素 玫 小 于 & 时 ，4 也 是 非 赔 化 的 ， 令 了 
A 
为 Mip, 9 中 所 有 形 如 如 = (2 D) 的 和 矩阵 组 成 的 集合 ， 其 


H A Ao 的 所 有 元 崇 都 小 于 e. 
THEE M(p, mn h pH D-CA 7B, A 


(> 0 ) A p) A B 
X I,,/\C D) \XA+0 XB+D 


NRA PWR. BX =—CA+, 这 个 矩阵 为 


A B 
0 -~OA"B+D/" 


# D=CAéB, 3X5 RWB k ”反之 也 成 立 ， 因 为 如 果 
一 C4-4B+ 记 的 任 一 元 素 异 于 0， 则 这 一 矩阵 的 秩 > 太 
W Jy (pn— (p— k(n —k)) = W p-tn— BYE BK EG STA 


A 
的 开 集 ， eunen (g 0 的 矩阵 组 成 ， 其 中 A- Ao FY 


pF 


BERRET AlS 0 (2 odas 


Eo WRR UNM (p, m 如 上 的 微分 同 胚 . 
120 定理 BU» R PHAR HRS, Ue Bit 
+ TT à 


) sak w 到 


微 的 ， 其 中 pln, BR s>0， 则 存在 一 个 px2 和 矩阵 A= 
(05) HEA lay] <e, 并 且 使 得 gC2) =f (7) +4.2 为 一 浸入 
(w FRIERE). 

证 明 Dg(w) 一 Df(w) +A; 我 们 希望 选取 4 使 得 对 于 
所 有 xz，Dg(%) 的 秩 都 是 %， 即 是 说 ,4 应 形 如 电 一 DF， 其 中 
Q 的 秩 为 %. 

我 们 用 等 式 

FQ, ©) =Q— Df (a) 
定义 Fr Mp, nm k) xU—>M(p, n). Ps 为 可 微 映射 并且 
Fy 的 定义 域 的 维 数 为 和 Cp 十 nn 一 且 -十 n。 4 k<n if, X-# 
达 式 对 而 言 是 单调 的 ( 它 对 于 的 偏 导数 为 p 十 % 一 2， 因 
We k<n 时 Fy 的 定义 域 的 维 数 不 大 于 (n—1) (2 二 2 一 (一 
1)) 十 2 一 (22 一 D) 十 pn 一 I， 由 于 p 之 2%， 这 一 维 数 严 格 地 小 
于 2 一 qim M (p, n), 

因此 的 像 在 Mp, 2 中 有 零 测 度 , 所 以 存在 M(p, n) 
的 任意 接近 于 零 算 阵 的 元 素 4， 对 于 8=0 … nl, AR 
不 是 Pi 的 像 。 于 是 对 于 每 一 个 2，A+Df(w) =Dg(w) 的 秩 
Wyn, 

121 RE RUN R WATS, J: U> 是 可 微 的 . 
给 定 se>0, 则 存在 诸 元 素 的 绝对 值 均 小 于 e 的 矩阵 A(pxn) 
Al B(px1), 使 得 

glo =f(a)+A-a+B 
以 原点 为 正则 值 . 

注意 ”下 列 更 为 优美 的 结果 是 由 A. Sard 证 明 的 ， 任 一 
可 微 映 射 的 临界 值 的 集合 有 零 测度 . 

1.21 的 证 明 注意 当 p>>n 时 定理 是 显然 的 ， 因 为 这 
时 (U0) 有 零 测度 ,我 们 可 以 选取 4=0、B 尽量 小 , 而 又 使 得 
ee 78 « 


0 不 在 9 的 像 中 ， 

假设 p<n, 我 们 希望 Dg (wo) =Df (wo) 十 4 WKY p, 其 
中 wo HATE W E 

g @o) =0 =F (20) +A '2o +B 

的 点 ， 因 此 ，4 属于 4 一 Dr(w 型 ; 妃 属 于 一 oO) 一 4.2 型 ， 
HP QIN p. 

我 们 用 等 式 

FQ, «)=(Q—Df(@), —f@)—-(Q—Df@)) +2) 
定义 Fr: Mp, m k) XU >M(p, 2) xR, FE. A 
h<p, Fy 的 定义 域 的 维 数 不 大 于 (Pp 一 了) (p-t-n— (p—1)) +n 
一 p 十 pn 一 4， 因此 对 于 =0, =, Pp 一 J， 的 像 有 零 测 度 ， 
所 以 存在 任意 接近 于 原点 的 点 (4, 8B) 不 在 任何 一 个 这 种 像 
集中 . 证 完 . 

122 定义 六 的 一 个 覆 放 是 局 部 有 限 的 ,如果 每 一 点 
有 一 邻 域 仅 与 这 个 覆盖 的 有 限 多 个 元 素 相 交 . X 的 一 个 覆盖 
的 加 细 是 另 一 个 覆盖 ， 它 的 每 一 元 素 包 含 于 前 一 覆盖 的 某 一 
元 素 中 ， 如 果 一 个 Hausdorff 空间 的 每 一 开 覆 盖 都 有 一 个 局 
部 有 限 的 开 的 加 细 , WPI Hausdorff 空间 是 仿 紧 致 的 。 

GX BHAA, HUT, 则 存在 一 个 局 部 
ARRAS Bet 了-， 使 得 对 于 每 一 个 w VaCUs。 因为 车 令 
Ws 为 Ua 的 局 部 有 限 的 加 细 ， 对 于 每 一 个 B， 可 选取 一 个 
a(B)， 使 得 VsCUasy， 设 让 a= Uap=aWe， 仅 与 有 限 多 
AWe 相交 的 邻 域 也 仅 与 有 限 多 个 六 。 相交 . 

1.23 定理 若 卫 是 局 部 紧 致 Hausdorff、 并 有 旦 是 具 
有 可 数 基 的 , 则 AX 是 仿 紧 致 的 . 

证 明 $U, Ue, - WX WR, 对 于 每 一 名 OE 
致 的 ， 存在 紧 致 子 集 的 一 个 序列 如，4a，…， 这 些 紧 致 子 集 
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的 并 为 X, 并 且 满 足 4;CInt4iwi; HAU. Bae A ER 
致 的 , kh Awe ACULUU U UUs 的 最 小 整数 ; & Ai 
等 于 集合 UU e UU 的 闭 包 与 Vi 的 并 . 

A OW X HFA BAMETRHEV o Vn it 
紧 致 集合 An nth, 其 中 每 一 个 Vi eT OSE nR, 
并 且 包 含 于 开 集 Int4;;s 一 Ai1, 令 Pi ERRE Vat, 
且 令 P=PoU PiU…. PO KA, FELLATE- RA 
邻 域 0 包含 于 某 一 AH, C 仅 能 与 有 限 多 个 了 的 元 素 相 交 ， 

1.24 练习 证 明 ， 仿 紧 致 空间 蚌 正规 的 ( 先 证 明 它 是 
正则 的 )， 

1.25 定理 设 M" AAAH E, Uo HMEN. 
存在 一 族 M EM MRA Vs, h), WE: 

1) Vi} Æ {U 的 局 部 有 限 的 加 细 ; 

2) V) =O"(3); 

8) EW =h (d), MDAX M. 

证 明 本 证 明 洪 用 前 一 和 定理 的 证 明 线 索 进 行 ， 仅 有 的 差 
别 乃 是 选取 六 ;满足 条 件 2)， 并 且 使 得 诸 集合 AST CC) th 
覆盖 Aii1—IntA,, 

1.26 我 们 希望 构造 一 个 Ce HR pla, e, cn), HB 
在 C(D) 上 y=1, 在 0@3) 一 0(1) 上 0<g<1 7 B'~C(2) 
E gp=0., 

这 一 函数 可 以 用 等 式 pOr …，24) = Mid kE, 其 
中 

N+) ， 和 (2 一 

VO -Ea oD bated ESET 

而 Aw =e Me an); 
Aw) 一 0 (GF #<0), 
* 80 o 


注意 由 的 表达 式 中 的 分 母 是 恒 正 的 ,并 二 
当 jel <1 k}, pa) =1; 
Mi<lal<2ny, O<b(@)<1; 
当 x| 2 时 ， p (a) 一 0. 

127 定义 Kg. XY, 其 中 了 是 可 度 景 的 ,又 设 
So) 为 定义 在 X 上 的 一 个 正 连续 函 数 . 如 果 对 于 所 有 的 ww 
ad(f(e), g) <S le). Whoa Af oie. Cee SH 
Hi 6- 有 逼近 取 为 了 在 映射 空间 F, 了 ) 中 的 一 个 邻 域 ， 那 么 
在 这 个 映射 空间 中 便 给 了 一 个 拓扑 ， 这 个 拓扑 不 依赖 于 了 上 
的 度量 (ZX, 了 都 是 仿 紧 致 的 ). ] 

1.28 定理 给 定 一 个 可 微 映 射 f. MR’, pan, 以 及 
M 上 的 一 个 连续 的 正 函数 9, 则 存在 一 个 浸入 g: MR? 
fa) 六- 逼近. FEARN 上 rank f=n, 我 们 可 以 将 9 取得 
满足 条 件 gj 六 =f|N. 

证 明 ÆN 的 某 一 邻 域 UU 上 Tankf=n， 用 UU 和 AM?" 一 
N RaM. SVs, 1) 为 这 一 宰 盖 的 一 个 加 细 , 构 作 的 办 法 
如 工 .25 HAR. Wa, aW =C H a=). 令 
hU) =0 (2). 设 这 些 六 用 正 的 和 负 的 整数 标号 ; 并 且 使 得 
i<0 当 目 仅 当 六 CU， 念 61 为 6(w) 在 紧 致 集合 UU 上 的 最 小 
值 . 

设 = 二 4， 假定 far, MOR CEN, =UjaW;, LAR 
Hn, BE faving’; CB), FAHD xn ee, 设 
B,,CQ)>R 由 等 式 

Falo) = frii (E) +p (@) A+ @) 
所 定义 , 其 中 (z) 写 成 (如 常 ) 一 个 G2x 了 ) 列 矩阵 ，4 待定 ， 而 
9(2) 是 定义 在 1.26 中 的 函数 ， 
首先 ， 我们 希望 在 集合 K =h (Nr NU E Faw) AEk 
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为 m; 我 们 已 经 给 定 fit’ Æ KEWEKA Nn ME 
D(F4(@)) = DOr (@)) + A+ (@) > Dea) +p) A 
(Do 为 一 个 1xmi BRE). Ee, ABA DF @)) BRE 
K xMp, nika] M(p, 2) 8, 它 是 连续 的 、 这 一 映射 将 到 
x (ORR Mp, MMAR Mp, n wp, REAR A R 
小 , 这 一 映射 将 把 E x A BRB] Mp, mn ?中 ; 我 们 的 第 一 个 

要 求 便 是 4 为 这 样 小 的 . 
其 次 ， 我 们 要 求 A 足够 小 到 使 得 对 于 所 有 的 zEC(3)， 
| A+ (oO 一 ex 22. 
最 后 ， 根 据 1.20, A 可 以 被 选取 得 任意 小 ， 使 在 02) 
上 frst (æ) HA (2) HRA n, 
现在 用 等 式 
Fe) =fr- 4) +9 Cay) ) Asay) CH ye Va HN); 
SiM=firy (A yE MU, nf) 


来 定义 fa, MR, 在 公共 区 域 上 ，fr9) 的 两 种 定义 一 致 ， 
所 以 fc ETAR. BH 4 的 第 一 个 条 件 , CE Nei 上 的 秩 
Ans 根据 第 三 个 条 件 , CHW, 上 的 秩 为 %， 根 据 第 二 个 条 
AE, Fe 是 fr- 的 6/2*- 通 近 . 

EX g(a) =lim fea). HAAN 六 ,是 局 部 有 限 的 ， 当 
充分 大 时 , 所 有 访 在 任 一 给 定 的 紧 致 集合 上 都 一 臻 ， 所 以 
9 是 可 微 的 并 且 其 秩 处 处 为 %， 它 也 是 了 的 一 个 O IE, 

1.29 引 理 #4 p>2n, E— RA f; MR? 能 用 1-1 
的 浸入 9 Oi. A SEAE N ARRU pi -i 的 ， 
我 们 能 够 选取 g 满足 g|N= 了 IN. 

证 明 AR M 的 一 个 覆盖 (UG S|. RA GE 
1.6,， 这 是 可 能 的 )。 Vs, AWE 1.25 中 构 作 的 局 部 有 限 
，83 ， 


mA: S plo) WHE 1.26 中 构 作 的 函数 ， 当 YEF 时 ， 令 
PY =PhY)): 对 于 其 它 的 y, 令 p49) 一 0， pie ARN. 
如 前 , 我 们 假定 (Vi;, 如 是 覆盖 {U， M-N) 的 加 细 ， 并 且 使 
得 i<0 HHNH VCU, 令 ~f. AERA firs: MR, 
我 们 用 等 式 
Fly = fr-1(Y) +prly) br 

定义 fr MM">R?， 其 中 54 为 天 中 一 个 待定 点 ， 据 前 一 定理 
的 论断 , 若 br 取得 充分 小 , Je 的 秩 处 处 为 %。 第 一 个 要 求 便 
是 5; 小 到 这 种 程度 第 二 个 要 求 是 如 足够 小 到 使 得 方 是 
Jr- 的 8/2" BM. 

最 后 , 令 N” J MxM WAR, CHER oy) 
天 x (Yo) KLAR CY, yo) 所 组 成 ， 考 虚 将 Cy, yo) AEH 

=- Fray) — fr-1 lyo) )/ Pr(Y) — Px Yoo) 

APB, EN BRS Re Ay ncp, N” 的 像 有 
FWE, 所 以 bs 可 以 选 得 任意 小 而 并 不 在 这 像 中 . 

这 推出 fy) —fic yo) 一 0 4 HA ply) 一 mw(yo) =0 
并 且 far) —fr-1 Yo) =0 (k >0). 

定义 gy) =lim fly), E gU) = 9 Yo) yA yo 这 将 扒 


出 对 于 所 有 >O, fry) =fes(Yo) A py) =Ge (yo). 前 
RFE SM = 了 f(yo)， 所 以 y 与 加 不 属于 任何 一 个 集合 
Ut， 根据 后 一 条 件 , RERA i> 时 两 者 中 无 论 娜 一 个 都 不 
属于 任何 集合 Ut。 因此 它们 都 在 过 中 这 与 了 在 总 上 是 
1-1 的 相 矛 盾 . 

1.30 定义 BS, MWR, 极限 集 L( 有 ) 为 满足 下 列 条 
件 的 yE R? 的 集合 ， 对 于 某 一 在 履 " 中 没有 极限 点 的 序列 


《ca， Ta, or), y= lim f(a). 
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练习 EHTNE UT, 

1) SOD RMT BM BI LON CPD. 

2) 了 为 一 拓扑 嵌入 当 且 仅 当 /是 二 1 的 并 且 工 (用 
f(M) 是 空 的 7 

1.31 引 理 存在 可 微 函数 .21"> 有 使 得 IP REM 

证 明 SV, 肥 与 9 被 取 得 如 1.25 与 1.26 中， Hop i 
HAEE 设 当 yE 时 ,gi(9) = phl) HEM, only) 
=0. XSW) =—SiGyiy)). RE-MERA, 因为 Vol 
RRO RAO MERE. A (o) MA A A, 则 只 有 
有 限 多 个 点 在 了 L 的 任 一 紧 致 子 集中 ,给 定 m, 存在 一 个 整数 5 
使 得 不 在 屯 :U…U WV 中， 因此 , 对 于 某 一 和 > we 
Ws. MI je >m， 于 是 序列 S EKKA 

1.82 推论 每 一 MM" 能够 可 微 地 做 入 在 Ba 中 作为 
BTR. 

证 明令 f MORK aR, LO)=9. i 
8(z) = 二 并 令 9 为 工 工 的 浸入 且 为 了 的 OEE, WY L(g) 
空 的 ,所 以 g 是 一 个 同 厦 入 . 

1.88 定义 Wf, MON? 为 可 微 映 射 ,79-? N E 
MITRE. ASEEN, BEO, 由 为 围绕 w 的 一 个 
BRR (Ot, O°) NESE Fa) 的 一 个 坐标 系 , 它 使 得 在 Na 
E, oss 0C5L1.8), BERI ERE 


Ov 
(Sr Bi hn, 24 
在 点 &% 处 的 秩 为 9. 这 是 对 于 了 与 NEK o AA E 
MR. [练习 ， 证 明 这 一 条 件 与 坐标 系 的 选取 无 关 , 了 注意 ， 
满足 横 截 正则 性 条 件 前 点 集 是 广 :(Wi) 的 开 子 集 ， 记 果 对 于 
ja 中 的 每 一 个 四 这 一 横 截 正则 性 条 件 都 被 满足 则 f 
sad， 


就 称 为 在 Wi 上 是 横 截 正则 的 . 

1.34 引 理 Æ f: MN’ ENT 上 是 横 截 正则 的 , 则 
POND FE ng 维 可 微 子 流 形 ( 或 为 空 集 ). 

证 明 设 z 将 让 投 射 到 它 的 前 9 个 分 量 上 , wo, BOR, 
BV, h=, e, OP) WRF 1.33 PR BRA, WW NINV 
= Atat (0) (此 处 0 表示 R RRRA) 并且 广 ?CNiNV)= 
(hf) (0). hF hf FER ECF CNIin 及 处 的 秩 为 9， 原 
点 是 hf 的 正则 值 . Fi Chf) 70) Mi ng 维 可 微 子 
流 形 ( 见 1.12). 

1.35 定理 BS, MN? 是 可 微 的 ,N87? 为 入 的 一 个 - 
闭 的 可 微 子 流 形 ， MAN MBAS, WESE: 对 于 
AN, FE ANF ANDRA % 处 模 截 正则 性 条 件 成 立 ， 
令 5 为 村 上 的 一 个 正 连续 函数 . 则 存在 可 微 映 射 9: M 
N”, 使 得 

(D) gF J E s-i: 

(2) og FE Ni 上 是 横 截 正则 的 ; 

(8) g| 4=f|4. 

证 明 存在 4 在 站 中 的 邻 域 U0, 使 得 了 在 UN 了 -CN3) 
上 满足 模 截 正则 性 笨 件 。 用 入 一 和 V1 一 了 6 以 及 坐标 系 (Ys, k) 
(>O0) 覆 盖 NV, BPR, e, EN LHR 
一 … 一 愉 一 0. 诸 开 集 FOV) EMA U M-A tt, 也 覆盖 
M. #2, 力 ) 为 这 两 个 覆盖 的 加 细 ， 如 工 .25 bye. 留 
As(V) =C(3), KYU) =CQ), (Wy) =C, HW; 
覆盖 M, 这 些 V, 用 正 的 与 负 的 整数 标号 ， 并 且 使 得 j 委 0 当 
ERY VCU, 

Hp 如 工 .26 中 者 ， BY sEV it, & gile) =p h) )i 
在 另外 情形 下 ， 令 mm( 全 一 0， 对 于 每 一 个 7， 选 取 庆 力 关 0， 
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使 SPEE F Yin. 

令 fof. 

设 fei 已 确定 , 并 且 对 NM 而 言 , 在 SaN) UW; 
的 交 中 的 每 一 点 处 部 满足 模 截 正则 性 条 件 . 进而 对 于 每 一 个 
j BferONClin, Aimi), 特别 地 有 

Fea (Uy) CY.. 
考虑 kife- 0R 根据 工 .31， 在 在 任意 小 的 
仿 射 映射 
D(a) =A- (@) +B, 
使 得 将 其 加 在 原先 的 映射 上 得 到 的 映射 以 原点 为 正则 值 . 考 
虑 RE Br 中 前 9 个 坐标 且 定 义 ， 当 z 在 0 的 一 个 邻 
域 中 ， 
Jo = he Tes fina (©) +L rle) uae) ) 5 
“oft M—U,#, 
Je) =fr Œ). 

此 处 工 待定 ， 当 然 , 我 们 应 当 将 工 选 得 足够 小 , 以 使 得 
WF oeUy, hifrit Los bE CO), WIE bt 可 以 对 它 
用 得 上 ， 这 是 对 乙 的 第 一 个 要 求 ， 第 二 , 我 们 将 工 取 得 足够 
IN, 以 使 得 fa JE fr-i 的 8/2". = ALR RB, 
以 使 得 对 于 每 一 个 j, fos) BRE Yan 中 .这 是 可 能 的 , 因 
HAARA U; 与 Ur 相交 . 

PLR EM, fe Na, E fe ND NW, it 
— FRE ARG EB RE ESR. 我 们 希望 将 工 取 得 足够 小 ， 
以 使 得 在 fe (Ns) 与 Uj-xTW; 的 交 的 每 一 点 处 都 满足 这 个 条 
件 、 这 只 要 考虑 这 一 集合 与 Di 的 交 即 可 , 将 这 个 交 记 作 K, 
考虑 将 偶 对 (a, L)@eK) RY NxM, ni Go), 
Dock, fibig*) Co) 的 映射 , 此 映射 是 连续 的 , 且 将 E x (0) 
，86- 。 


RANxXM gq, n WAH [CN 一 Ni) xM(g, MJUN x 
Mg, molp. 因此 当 工 充分 小 时 , (KK, 工 ) 变 到 这 个 集合 
中 ， 所 以 fa AFN 而 言 , Ef NON Ui) EH 
处 满足 横 截 正则 性 条 件 . 
如 经 常 所 作 的 那样 ,我 们 定义 
g (%) =lim fz(%). 
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$2 向 量 空间 丛 


2.2 定义 nn 维 实 向 量 空间 从 是 一 个 三 联 组 (ww, as), 
其 中 是 一 个 从 万 到 上 的 连续 映射 (B, B 是 拓扑 空间 ， B 
是 Hausdorff 的 ); 了 ,一 w+(5) 称 为 一 个 纤维 ， s. Rx EE 
为 一 上 映射， 将 及 Xx Ps 变 到 Ph, a 定义 在 UsCFox Fy) CH 
XH EFA Fox FP, Rl FP, 同时 下 列 条 件 被 满足 ， 

D ,是 一 个 nn 维 实 向 量 空 间 , DRI s 和 e HRB 
法 和 向 量 加 法 . 

2) (局 部 平凡 性 ) 对 于 B 中 的 每 一 点 5， 看 在 一 个 邻 域 
U 和 一 个 同 胚 p: UX Rn), HAUT U 中 每 一 点 5， 
9 是 从 BX 到 Fo 上 的 一 个 向 量 空间 的 同 构 ， 

AE) H, 邻 域 U 可 以 取 为 整个 B, 那么 这 种 从 称 为 平 
LA. 

EE 7 分 别 为 n BER p 维 向 量 空间 AK, 定义 积 从 EXn 
MIF: 

E(€xn)=H(€) x E(x), 
BExn) =BE) x Bin), 
(au XA) æ, y) = (aa), ACY), 
其 中 oo A SP RE E 站 中 的 投射 ， 并 且 P(E XD) Ab HAN 
EA 2S TAY Se A. 
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#OUT BOW TH MEU ERA maU. E 
称 为 从 6 在 VV 上 的 限制 ， 

2.2 定义 M N-ARE, BR CM, x 处 的 
一 个 声 向 重 万 是 一 个 运算 AX, 它 对 于 每 一 个 定义 在 的 邻 域 
上 的 可 微 函 数 指定 一 个 实数 , 并 且 下 列 条 件 必需 满足 ， 

D 车 g AS WB, MW XM=X CSP); 

2) XCcft+dg)=cX(f)+dX ly) C, 4 为 实数 ); 

3) Xf) =X (Pf) 9G) +f) XQ), KPA 
7S HE Fs FY SHR 

TERR: XGA)=AXA-HD=XM+xXG). Aw 
X (1) =0; RR 2), X(c)=0, 

a FE EI RL AME Aa J Ps RB ET, 那 末 XC 
只 不 过 是 了 相对 于 这 一 上 曲线 的 参数 的 导数 .下 面 将 这 意思 说 
清楚 . 

2.3 引 理 设 QO…,w”) 为 围绕 x 的 一 个 坐标 系 . 1X 
为 2 处 的 一 个 切 网 量 . 员 


证 明 假设 w(w) 为 原点 ， 人 SaF, e, w, 
定义 
gilt, u) = Elwes PO, i, oo, e) 


wy 
Gwe); 
2 um) Gut=0), 
Wy TE g 是 可 微 的 , 只 要 注意 : 


g(a, ote, w) = 


. BY s 


‘1 
1 (s, wu", ry u") = | -让 (st, u?, wr’, uw”) dt, 
于 是 
f (u*, . E u”) = wg (ut, ae “> a") +f (0, u’, e. 5 u”) 全 
类 似 地 有 : 
f (0, we, ”” “yg u”) = UP Go (wu, “* t3 u”) +f (0, 0, u”, . ”3 u") 2 


其 中 gs(0) 一 -3 (0)， 最 后 可 得 : 
fat, ae) u”) =$ vg +f O0), 


Jep a0) =-2E 0), FE 


X (F) = E(X (i) (0) +0- X (9)) = a! LEO), 
JE ot X (w), 
注意 HOt, RAs WTR, 且 


9 
一 了 
X= Te, 


则 a= X Gi) = Te, 


诸 of PRA XN PRA, oo, MERDE. 

2.4 另 一 定义 在 处 的 一 个 志向 量 乃 是 对 于 每 一 个 
围绕 z RARER AR (uw, o, U") TRE R — PIL (or, «+, 0"), 
满足 要 求 ， BO) Fe APRA (Ot, e, FERNY, MU 


Qué 
a= 5; For e 


求 导 算 子 XENI- n AH WIE, 
a) XA) SABI MARR FH, 并且 
b) XC) iB a A MP BER 1D) 2) 3). 
2.5 定义 HFM PARA e, o Mh ER 
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个 % 维 向 量 空间 (根据 2.8, WAT 6/6w' ty — TP HE). 将 
这 些 东 西 的 总 体 记 作 Hr)”; 定义 m, Br) >M 为 把 在 to 处 
的 切 向 量 XB wo 的 映射 . 局 部 张 积 结构 由 gu U X R 
Ax) ih, HPO, 六 一 (人 wd M EW PRA, 
H pu 确定 如 下 : 

Pulo, a, +, G”) =H 处 的 切 向 量 X, 


其 中 X= Tat 2, 


由 于 应 当 是 同 胚 , 因而 在 至上 引出 了 一 个 拓扑 ; AT gs pe 
EUNN xE EtG ARS, 这 一 拓扑 是 确定 的 ， 可 直接 验证 : 
对 于 每 一 个 纤维 ,gu 给 出 向量 空间 的 辣 构 . 

事实 上 , grp ÆU NV) xR EN O west, i Hk 
个 2 维 可 微 流 形 (用 可 微 流 形 的 定义 1.2)， 映 射 SBE n 
的 可 微 映射 

这 个 从 7 称 为 M 的 切 丛 . 

2.6 定义 Hf, MoM, MATH SH df: EC) 
Ho) EME: (X=Y, HRY @O=XGf). HX 
是 mo 处 的 切 向 量 , 则 了 是 f (oo) Sony Ba. Xp eet 
一 纤维 上 明显 地 是 线性 的 ， 我 们 将 这 一 映射 称 为 导 射 ， 

EU, DAV, KAW AME mo 5 foo) MRA, Hh 
(ot), (BSE X, Y 的 相对 于 这 两 个 坐标 系 而 言 的 分 量 ， 
则 : 


(B) =D(kfh™) - (ot), 
其 中 向 量 的 分 最 如 通 带 一 样 写作 列 和 矩阵 ， 
2.70 定义 设 &、7 为 两 个 % 维 向 量 空间 从 . 
一 个 从 映射 f: En TE — PMA EE) BA Bn) aE BE Be 


© 即 召 (7) 一 {(% X): ce, X ee RAW}, 一 一 详 注 
. gi . 


射 ， 它 将 每 一 纤维 同 构 地 变 到 某 个 纤维 上 诱导 出 来 的 喘 身 
fe: BCE) >B n) AS WEER. 

4 B(E)=B(m)， 并 且 这 一 诱导 出 来 的 映射 是 恒 等 映射 
时 , 了 称 为 一 个 等 价 . 注意 ， 如 果 是 一 个 等 价 , 则 它 也 是 一 
个 同 有 是， 局 部 看 来 , f 正好 是 一 个 映射 Ux RoOV KR A 
fe 是 恒 等 映射 , 故 广 : 投射 到 因子 VU 中 是 连续 的 ; 可 以 用 
ZEUDU 的 一 个 非 赔 化 的 矩阵 函数 给 出 ， 广 ! 是 这 矩阵 的 道 ， 记 
Wf? 投射 到 因子 所 中 是 连续 的 ， 因 此 广 ! 是 连续 的 . 

如 果 存 在 一 个 从 8 到 和 上 的 等 价 , 则 可 写作 ESN, 

2.8 引 理 给 定 从 ”其 投射 为 入 吾 (?) 一 B(m, 且 给 
定 映射 S: BBa), MEETA m, EB 以 及 一 个 从 
映射 9: -> 如 (wm)， 使 得 My 一 fx。 并且 EWES HWA EB 
唯一 的 (Bi 称 为 话 导 从 , 且 常 记 为 f'n). 

证 明 2A YW Bix 吾 () 的 子 集 , 它 由 满足 (2) 一 入 (e) 
RY (O, e) ZR. REM on (b, 6) 一 8;g(5, 的 一 6， 为 证 明丽 ; 是 
一 个 向 量 空间 丛 , E p, V KR SE) EM) PHRASE, 
BESO)CV. SRR pu Ux RE, 定义 为 由 (Do = (b, 
pCO), zw))。 这 上 映射 是 连续 且 1-1 的 , CRBS Fat), 
它 的 道 将 (b, e) Æ H (b, pp *(e)) (EP pit MV x RB R” 
上 的 投射 )， 所 以 它 是 连续 的 ， 映射 g 在 每 一 纤维 上 都 是 同 
构 . 

Rik g’: LE (qn) AMR, 其 中 a’, BB, 为 一 从 ， 
EL Ag'=for’, RA e—a le), 9 (e’)) (在 加 中 ) 定 义 一 个 
映射 hh, 因为 了 在 每 一 纤维 上 都 是 同 构 的 ， 所 以 这 个 
喘 射 也 如 此 ,并 县 这 个 映射 在 底 空间 上 诱导 出 恒 等 映 射 ， 因 
此 它 是 一 个 等 价 . 

2.9 定义 KE 9 为 已 上 的 两 个 从 Whitney + Oy 
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是 一 个 从 , 其 定义 如 下 : SRRA HO XH) OBxB, 设 
了 为 对 角 线 映射 BBXB, 诱导 从 路 (XD 便 定义 作为 
Whitney Al £@n, | 

He: €On P b 上 的 纤维 万 是 Folé) xP), 所 以 

dim (€@n) =dimé+dim n, 

再 注意 由 的 交换 和 性 和 绪 合 性 , MEON S= WR (EO) 
OLED (NOE). 证明 留 作 练 习 . 

2.10 定义 BE nm 都 是 B 上 的 从 , 称 g. HOLM) 
为 一 个 同 态 , 如 果 

D 它 将 每 一 纤维 线性 地 映 到 某 一 纤维 中 , E 

2) 在 B 上 诱导 出 来 的 映射 是 恒 同 映射 . 
(注意 ， 等 价 既 是 从 映射 又 是 同 态 ,) 丛 的 一 个 炭 入 万 是 一 个 
1-1 的 同 态 . 

2.11 定理 车 f, 卫 (6) 一 如 (mm) 将 每 一 纤维 映 到 一 个 纤 
维 中 , 则 了 可 以 分 解 为 一 个 同 态 接 上 一 个 从 映射 . 

HEBA 设 wi ws 分 别 为 &、7 中 的 投射 . 

设 fs: BO BHA SBSH RHR. + E= fan 
为 fs 的 诱导 从 ; 9 ARR BiH), 而 ww 为 投射 一 
BE). 

EN h, ECE) >BE) KEMHhO = m, F). # 
KE, 的 像 是 在 .B(E) XH) HFK E P, 于 是 是 一 个 
同 态 ， 根 据 定义 , 一 gh. 


E> BF E) 

BO—> BO) Bim) 
2.12 3E BENRA B LAA, REKAH nM 
“» Oe 


p: Hg. f-n AWA. Ao RAEN, Wg 的 核 是 一 个 
M. Bo 1-1, Wo HARA 0/9 的 像 ) 是 一 个 从 ， 

证 明 REg Æ 1 (Ng 限制 于 每 一 纤维 的 秩 均 为 2). 
E Ep, mR e-e FE, 并 且 在 9 的 像 中 , 则 定义 e~e 等 
局 等 价 类 中 的 诸 元 素 , 将 得 到 的 和 迭 合 空间 定义 为 EgO. 
它 是 一 个 BB 上 的 从 ， 其 投射 按 自然 的 方式 定义 ， 并 且 每 一 纤 
维 为 一 个 p-n AERA. 在 此 只 需 证 明 局 部 乘积 构造 的 
存在 性 . | 

HU H+ BP WAS, EE EU SAFU xE, HE 
nU 等 价 于 UXRr， 令 go 表示 由 g 诱 导出 来 的 同 态 U Xx" 
>U xR, BF (n/g E) U 等 价 于 商 UXR?/go(U xR"), 
所 以 只 要 证 明 后 面 的 这 个 商 局 部 地 为 一 个 乘积 . 

将 go AER MF OCU 的 矩阵 (DO EM (%, n). 
对 于 给 定 的 bo MURETTE bo E ARU H, MOR 
前 呈 行 是 独立 的 ， 我 们 定义 太 Uex R" x RU x BP BP 
上 的 线性 映射 , E RE E GERAR) 是 

(m) z). 
Uox BR"x0 Eh FRARIERE go(Uox R); HF h ESTS 
价 , 它 诱 导出 一 个 
. n ox BR x Rr-? ` » De. 
KU ox Bren Se | USET 

上 的 等 价 . . 

其 次 , Ro 是 映 上 的 ( 即 9 限制 于 每 一 纤维 的 秩 均 为 p). 
召 (g (0)) 定 义 为 HO WFR, H ge 一 0 的 点 e 所 组 成 
在 此 还 需 指出 局 部 乘积 构 F BY FFE EE, U, go 和 Mb) 
如 止 。 给 定 so， 可 以 假定 在 名 的 邻 域 Uo (DEAT p Fi 

eo 94 + 


FER. RHA 


s) 


EN h; Uo x R” Yox Rex R, 由 于 hh 接 上 一 个 从 UoxPR? 
xR? BUX LW ARNE LES EF go] Uo， 因此 如: 
将 Uox0x R=? PRE got (Uo X0) E; 因为 是 一 个 等 价 ， 所 
D A 限制 于 Uox0x RR"? 也 是 一 个 等 价 ， 

注意 Ag 是 映 上 的 , /gC0) 作 为 包 合同 态 g (0) > 
的 商 , 它 是 一 个 从 ; Bg 是 41 的 ，9 (的 作 为 投射 同 态 ”>m/ 
9 忆 ) 的 核 也 是 一 个 从 ， 

2.13 定义 若 g 是 B 上 的 一 个 非 负 函数 ，g 的 承载 子 
万 是 使 得 po) >0 的 2 RRA, -ME 
是 8B 上 的 一 族 连续 的 韭 负 函数 ,使 得 诸 集合 Oa pa 的 承载 子 
形成 B 的 一 个 局 部 有 限 的 窗 盖 ,并且 Doa) =1( 对 于 每 一 个 
© 这 都 是 有 限 和 ). 

2.14 引 理 设 号 为 一 正规 空间 , Ua tp 
限 的 开 覆 盖 .。: 则 存在 一 个 单位 分 解 pes， 使 得 对 于 每 一 
Pa 的 承载 子 包 含 于 Ua. 

证 明 首先 , 我 们 证 明 存 在 B -AFAN Fa, 使 得 对 
于 每 一 个 了 Pa。CU。， 假设 Ua 用 一 个 序数 的 集合 作 指 标 ( 良 
FEED”. 设 对 于 所 有 的 <B, Vs 已 经 确定 ， 并 且 假 定 这 
ERE Va 与 诸 集合 Ia>> B) 一 道 覆 盖 B. 考虑 集合 4(B) 
=B-UacWVa- Varna. M ACB) CU, 令 Vs 为 一 包含 于 
闭 集 ACB) 中 且 7eSUa 的 开 集 (正规 性 )， 这 就 完成 了 诸 F 
的 构造 

MER go 为 一 函数 , CET 上 是 正 的 且 在 Ua 之 外 是 0 


O 可 改 为 “用 一 个 良 序 集合 作 指标 集 "， 一 一 译注 
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(还 是 用 正规 性 ) .定义 Pa (@) = Ja (@)/E9aw). 因为 Uo 是 
局 部 有 限 的 , 分 母 中 的 和 是 有 限 的 并 且 是 正 的 ， 所 以 pa 是 完 
全 确定 的 . 

注意 ABH BRB, Wo. 可 以 选 成 可 微 的 : 如 1.25 
中 所 作 , 用 坐标 系 (F ts) Bhi B, 而 这 些 坐 标 系 是 B 的 覆盖 
Uo B-Va 的 加 细 ， 当 9%E 有 天 时 , Foy) 一 ph(9)); HE 
HE, oY) = 一 0 如 1.26 中 )， 令 gy) = 三 psy)， 其 中 求 
AS BA AE VU. W i RA. 

2.15 引 理 设 B 为 仿 紧 致 的 , 且 令 

0 一 上 一 > 人 7 — > 《一 >0 

为 共同 态 的 一 个 正 合 序列 ， 则 存在 一 个 等 价 疡 "一 上 7 使 得 
fi AAR ASR; WT pf! 为 自然 的 投射 ， 

证 明 wR dimgf—=n; dimé =p, 

首先 ， 我 们 在 ”上 构造 一 个 Riemann 度量 ( 即 召 (7) 上 
的 一 个 连续 的 内 积 )， 令 Us 为 也 的 局 部 有 限 的 覆盖 , 它 使 
n| Ua 是 平凡 的 ; 令 ge HA nl Ua 到 Rr"r? 上 的 相应 的 投射 ， po 
为 一 单位 分 解 , 使 po 的 承载 子 包含 于 Uo 

Hee 都 包 食 在 召 () 中 且 w(e) =r), 定义 

erd = Dapa lm (e) ) Ja (6) "Ja C), 
(其 中 右边 的 圆 点 为 Pr*? 中 的 通常 内 积 . ) 这 是 一 个 有 限 和 ， 
它 满足 内 积 的 公理 . 

我 们 用 这 个 Riemann 度量 将 7 分 解 为 i 召 (E) 与 其 正 交 
4. RE ASH PWR, ABO) A EO) PE 
RF tHO) WKAR, HEC ARR 

h; n>’ 
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它 将 每 一 个 向 量变 成 它 在 6 中 的 正 交 投影 。 [验证 是 连续 
的 。 在 任 一 坐标 邻 域 UU 上 我 们 能 够 选取 台 的 纤维 的 一 个 基 
Q1, °°, On, 则 映射 及 将 bE 加 (m) 变 为 

Diyas CHE’) CHM), 
其 中 y= DBy (vay), A Bye) BA a) WH. 1 AW A 
是 映 上 的 , CRR C 也 是 一 个 向 量 空间 从 . 

AIE =E SHE. RHE SFC URS 
OF Or. We oll 为 同 态 而 直接 推出 ; RAK, CE 
应 当 是 工 工 的 且 映 上 的 . JE RB BECOME 
MABE) XE CMTE, CHRE m (e) =a (eo) HK (a, 
e) 所 组 成 。 SRM BOC) RM L) PHB Sf, EH, 
ea) AB EAN ZE E (n) PAU CF e 和 es 在 同一 个 纤维 中 ， 
所 以 这 个 和 存在 )， 这 显然 是 一 个 同 态 , 考虑 到 秩 , 它 应 当 是 
1-1 的 且 映 上 的 . 

2.16 定义 HM MRE. HRSA 
BA Mie Ma, A oy ESCO: 

& rn t2 分别 为 Mi, M: OA, HG 2.11, BR 
df, E(t) >E (ta) A SRAM B(x) Bl E rap — A 
同 态 % 接 上 一 个 从 映射 g， 由 于 是 混入 ; ABP IA 
同 态 ， 因 此 据 2.12, 广 ra/Jmage 是 Mi LAVA, BRAK - 
vy, 

TE O-> 01> ft 2 > 0, 0 FE ASHI — PIER PS, 故 根 
据 2.15, fre SF ry; KERE, E ft 上 给 定 一 个 
Riemann 度量 以 后 , vy 等 价 于 的 像 的 正 交 补 . 

现在 考虑 M= R 的 情形 ,其 中 dim Mi=n, 由 于 ra 
是 平凡 从， 所 以 f'ta 也 是 平凡 从 DEW: # f: BOB oh 
7 是 平凡 的 ， W fn 也 是 平凡 的 .我 们 有 

» O7 。 


Bx R* 


|- 
f: B; >B 


ECD 029 Bix (BX BR) HTE, Eni f(b) =m, 
aw) AS (bs, b, o) 组成, 邢 由 所 有 点 (02 F(x), ©) SAR. 若 将 
(bi, F), ©) BRA (bs, w), 便 得 aj f'n 与 丛 B, x RB, 的 
一 个 等 价 . ] 

TE DY, 等 价 于 一 个 平凡 从 ， 接着 ， 我 们 研究 下 述 
问题 ， 对 于 给 定 上 <， 存在 一 个 9 使 5GD7 是 平凡 的 吗 ? 根据 
1.28, 当 上 是 一 个 呈 流 形 的 切 从 时 , 总 会 是 这 样 的 ,并 县 实际 
上 请 可 以 选 为 同样 是 ” 维 的 . .更 为 一 般 的 回答 见 2.19. 

2.17 定义 设 广 Mi 一 Ma 令 dim Mi 一 mdqinm Ma=p; 
车 了 在 M 的 每 一 点 处 的 秩 都 为 2 则 了 称 为 正则 的 .若是 
正则 的 , 由 2.11 SH NT AS ey tr fe 是 在 证 的 喘 射 ,根据 
2.12, 及 的 核 是 一 个 从 a. PARE ARGA, . 

注意 ,了 (9) 为 M 的 一 个 % 一 p 维 子 流 形 ( 根 据 1.12 或 
1.84)， 从 f(g) 独 Mi; 中 的 包含 映射 与 诱导 出 一 个 从 区 9) 
的 切 从 到 n 中 的 包含 映射 dip ARBE H A di W g 
中 的 向 量 所 组 成 ， 即 切 于 子 流 形 S 的 向 量 便 是 被 产 变 为 
0 的 那些 向 量 ， 

由 于 有 正 合 序列 0 一 > a; 一 -> 7, Z, f" ty—> 0, 所 以 
根据 2.15, zz 等 价 于 DS", 

2.18 定义 一 个 从 称 为 有 限 型 的 ; 如 果 卫 是 正规 的 
并且 可 以 用 有 限 个 邻 域 UJ，…', Ui 覆盖 ,而 这 些 令 域 满 足 条 
FF: 对 于 每 一 个 名 EIU 是 平凡 的 . 

2.19 5E 车 BB 是 紧 致 的 ,或 者 是 有 限 维 仿 紧 至 的 ,时 
Ra 


是 有 限 型 的 . 

证 明 ”前 一 论述 是 显然 的 ; 我 们 考点 后 者 ， 根 据 定义 ,如 
E B 的 每 一 个 开 要 盖 都 有 一 个 re la 条 件 ， (*)B 中 
没有 点 包含 于 这 个 加 细 的 多 于 n+1 pee, WA 了 的 维 
MAKE a, 在 这 种 意义 下 , 一 个 %- 流 形 的 维 数 为 %， 这 是 
拓扑 学 中 一 个 定理 . 

用 一 些 开 集 U0 覆盖 B， 这 些 U 满足 条 件 ， 引 U 是 平凡 
的 ; 设 {Vo} 为 这 一 覆盖 的 满足 条 件 (*) 的 一 个 开 的 加 细 ， 根 
据 1.22, 我 们 可 以 假定 Vo 也 是 局 部 有 限 的 ， 令 pa 为 一 单 
位 分 解 , 对 于 每 一 个 m% pa 的 承载 子 包含 于 六 (参见 2.14). 

ER {va} 的 指标 集中 2 十 1 个 互 不 相间 的 元 素 组 成 一 个 
无 序 的 元 素 组 , 所 有 这 种 元 素 组 的 集合 记 作 A BR 

a= {a%, oo, á} CA, 
令 为 所 有 满足 如 下 条 件 的 “的 集合 ， 对 于 所 有 

GAM, e, Op Pale) <min[y.,(@), +, Pa O]. 

每 一 集合 We RAY, FAB CAD, 则 到 ws GW EE. Wa 
包含 在 Poo s Pa 的 承载 子 的 交 中 ， 因 此 在 某 集 合肥 中 . 
对 于 固定 的 设 已 ,等 于 所 有 集合 Wati, EX EF JL 
的 (因为 EW 是 平凡 的 , 并 且 这 些 Wa 无 交 ). 

最 后 , 集合 Xo +, X, BRB, SEB Po, cose 
含 在 % 十 1 个 集合 Vs 中， 故 最 多 n+1 个 函数 ps 在 2 上 取 正 
信 ， 由 于 某 个 ps 在 2 ERE, 故 “包含 于 集合 Pu 之 一 中 
(O<i<n), 

[这 一 证 明 的 直观 想法 如 下 : 考虑 一 个 维 单 纯 复 合 形 ， 
其 中 央 是 相对 于 顶点 “而 言 的 的 重心 坐标 ， 诸 集合 本 os 
是 各 个 顶点 的 无 交 邻 域 ; BRE Wie 是 各 个 开 的 VEPRE 
交 邻 域 , 等 等 , ] 
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2.20 定理 车 # 是 有 限 型 的 ， 则 存在 一 个 从 ”m， 使 得 
On 是 平 几 的 . 

证 明 我们 通过 指出 可 以 柑 入 一 个 平凡 从 BxR"* 的 
方法 来 进行 证 明 . 如 果 证 明了 这 一 点 ， 则 根据 2.12， 存 在 正 
合 序 列 0 一 > 一 > BxR" —> BX R"/i(2)-> 0 于 是 
定理 便 从 2.15 推出 ( 仿 紧 致 性 不 是 必需 的 ， 因 为 平凡 从 显然 
有 一 个 Riemann 度量 )， 

JAAR SBR U, …, U, BB, WP Hs, EU, 
是 平凡 的 ， 设 pi, …, gx 为 单位 分 解 ， 对 于 每 一 个 名 由 的 承 
REST U(2.14). WA ERA EEU) U: xR Liy 
FW So o, JE BASH fi 到 中 的 投射 的 坐标 函数 . 

EMA, HE)>Bx R™ WF: 

h{e) = (æ (e), pilale) fi) 

(一 二 =, hy j=l, = n) 

(没有 求 和 )， 这 是 确定 的 ,因为 mw(m(o))=0, 除非 
eG L(E|U,), 

这 显然 是 一 个 同 态 ， 因 为 每 一 个 瑚 在 召 (E1DD) 上 是 线性 的 . 
为 了 证 明 它 是 工 工 的 ， 设 e 关 0， 则 对 于 某 个 也 or(o9)>0， 
因为 疡 是 一 个 等 价 , 对 于 某 个 六 fie) #0, Aut 

h(e) # (æ (e), 0), 
恰 如 所 期 望 的 ， 

”2.21 定义 BER, 如 果 存 在 平凡 从 O, 0" 使 得 

EDM HHO", WEA E FE SEE n. 

这 里 0? 一 了 Bx BR s- 等 价 的 对 称 性 和 反 身 性 是 明显 的. 
传递 性 的 证 明 如 下 ， 设 EDOT H OFO, 则 有 
EDOT = LOOO, 
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注意 s- 等 价 不 同 于 等 价 ， 例 如 对 于 局 中 的 2 维 球面 53 
POr'=0, 易 见 法 伏地 是 平凡 的 ， 但 友 非 平凡 ( 它 不 允许 
BPRS). 这 是 拓扑 学 中 的 一 个 经 典 定 理 。 因此 
是 s- 平 凡 的 ,但 不 是 平凡 的 ， 

2.22 定理 B 上 的 有 限 型 的 向 量 空间 从 的 -等 价 类 的 
集合 在 名 下 形成 一 个 Abel 群 . 

证 明 ”为 了 避免 还 辑 的 困难 ， 我 们 对 于 所 有 的 m， 考 卡 
Bx Br" 的 子 从 ， 这 是 足够 的 , 因为 根据 2.20， 任 意 有 限 型 的 
从 二 可 以 嵌入 于 某 个 Bx R” 中 . 

平凡 从 0 的 类 是 便 等 元 。 道 元 的 存在 性 为 2.20 的 太 

2.23 推论 给 定 微分 流 形 M 在 欧 氏 空间 中 的 两 个 浸 
A, 它们 的 法 从 是 s- 等 价 的 . 

2.24 定义 WM RATED Rr?， 使 其 法 从 为 
平凡 的 , 则 称 M" 是 w- 流 形 . 

SO PER T FE sP LRI. BE oy ORL. AM 
在 Rr ye — PA, WRR 2.16, tOr 是 平凡 的 ， 故 
vf :平凡 的 ， 即 对 于 某 个 9，z?@0?= 08*%， 考虑 复合 浸入 
MR? oR ete M 在 Rr+?+a 中 的 法 从 怡 为 v?@0?, 它 是 
平凡 的 ; 反之 ,车 对 于 某 一 浸入 , rv? 是 平凡 的 , 则 由 于 ro? 
是 平凡 的 , 故 这 是 s- 平 凡 的 . 

2.25 定义 设 Gyn 宪 示 ?的 所 有 n 维 向 量子 空间 的 
集合 ( 即 所 有 通过 原点 的 ” 维 超 平面 )， 它 称 为 2%+2 维 空间 
E n EMRA Grassman 流 形 . 

Gon 的 拓扑 按 如 下 方式 确定 ， 考虑 用 (rn, n+p n). 如 
果 其 中 某 两 个 矩阵 的 行 向 量 所 生成 的 超 平 而 相同， 我们 就 等 
置 这 两 个 和 矩阵, 于 是 得 到 一 个 迭 合 空间 ，Ga 与 这 个 迭 合 空间 
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是 1 了 4 对 应 的 因此 可 将 迭 合 空间 的 拓扑 加 到 Go 上 . 设 
p: Mn, n+p; 2)—->Gon 
为 投射 . 

P(A) = p(B) 4 AI ASE TSE te nen HC, 使 
A=OB, WFH p(A) HH Bt A xa (2*, +, at) ER? H R, 
Mt FREE BH of, (wt, ee, at?) = o, os, eM) +A, e) 
=p(B), WF RL R ef, 

G, 0, =, 0).A= (cl, nes, ct) +B, 

(0, 1, +++, O)+A= (02, +++, 68) +B, - 
则 74=CB， 因 为 4 的 秩 为 % 故 C 的 秩 也 为 %。 反 过 来 的 
情形 也 是 显然 的 . 

(a) Gon 就 局 部 而 言 是 欧 氏 空间 令 AEM(n, n+p; n), 
将 矩阵 4 的 列 重新 排列 之 后 ; 可 设 A= (P,Q@), 其 中 卫 为 非 
BAER nxn ERE 令 口 为 所 有 这 种 4 的 集合 ， 它 是 Mo 
n+p; n) 中 的 开 集 , 因为 它 是 非 零 实数 的 集合 在 连续 映射 (P， 
Q@) 一 det 卫 下 的 原 像 ， 若 plP, Q)=o(R, 8), Hp P EA 
WAER, WW CP, Q) = (CR, CS), O 是 某 个 非 暗 化 的 矩阵 ， 因 
I Rh — EE eB, X HE poU) =U, ik pU) 
Gon 中 是 开 的 (根据 迭 合 拓扑 的 定义 ). 

现在 证 明 pU EF R”, EX p, UR" 为 


pP, Q =P, 
若 e(P, Q)=e(R, S$), . 
则 (P, Q)=(CR, 08), 
故 PQ= (CR) *(CS8) ~ RS. 


因此 g 诱 导出 一 个 连续 映射 po: pC0)->Rm". 定 义 pR") 
Z PO =p, Q), HQ Anxp 和 矩阵， 直接 验证 由 与 内 
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互 逆 


Mn, nt+p,n)> 了 | 
BD 


Gon D ew 

> 

(b) 为 了 证 明 Gs 是 Hausdorff H, RINER y Hf — 

个 紧 致 集合 映 为 一 个 闭 集 (显然 , 这 足够 了 ). BEEK 为 RP ay 

一 个 紧 致 子 集 , 我 们 证 明 p (K)E Mn, n+p, n) PAM. 

p91( 玉 ) 由 所 有 矩阵 (P,Q@) 组 成 ,其 中 卫 是 非 赔 化 的 , mi PHR 

EK. BOP, QEM(n, n+p n) H 07 (K) WI W FF FI 

(Py Q) RMR. 因为 到 是 紧 致 的 ， 序列 p(P Qi) =PrQ 

的 某 一 子 序列 收敛 于 K 的 一 个 点 已， 序列 @; 的 相应 的 子 序 

TBF PR, KP, Q=—PC, R). ACP, De HN, 这 

就 推出 卫 是 非 赔 化 的 ， 故 (P, QEPE), EWERAN. 
因此 Gm 为 一 pn 维 流 形 . 

(6) Cn 是 一 个 可 微 流 形 ，p 是 一 个 可 微 映射 ， 设 了 是 

Gn 中 的 开 集 让 上 的 一 个 函数 , 如 果 fo 是 可 微 的 , 则 了 属于 

可 微 构造 D. 为 了 证 明 多 满足 可 微 构造 的 条 件 , 我 们 证 明 

(a) 中 定义 的 (p(D), go): —- PARR. ESE MEV 

p(0) 上 ， 给 定 QE Bm fos'Q)=fe(L, Q). BL, 如果 fp 

是 可 微 的 , 则 fost 是 可 微 的 .反之 , 给 定 (P, QEV, fee, 

Q) =fo'pop (P, Q) =fp (PQ). A, 如 果 foot 是 可 微 

的 , 则 fp 是 可 微 的 . 

(d) Gn 是 紧 致 的 ， 设 工 为 MM(n, n+p; RTE, 由 

各 行 互相 正 交 的 矩阵 所 组 成 . LÆ Ro hy Ree. A 

4 plL) =Q (Gram-Rehmidt 正 交 化 过 程 证 实 这 一 点) 也 以 
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Go 是 紧 致 的 . 

(e) Gon 微分 同 胚 于 Gu*。 用 几何 的 话说 ， 同 胚 万 定义 为 
将 每 一 超 平面 变 为 它 的 正 交 补 ， BRA BIL, 为 了 证 明 
AA, 我 们 应 用 定义 在 (a) 中 的 坐标 系 (p(U), p). > 
g: U>M(p, n+p; p), EHCP, QZH (— (PQ), Ip) 
表示 转 属 ), 它 是 可 微 的 。(P, Q@) 的 行 空间 与 (1,，P-!@) 的 行 
空间 相同 ,而 (P,Q@) 的 行 向 量 都 正 交 于 (一 (P- 坦 )"， I) RF 
疝 量 (将 其 中 的 一 个 乘 上 另 一 个 的 转 置 即 可 知道 )， 因 此 9 诱 
导出 名 p(U), 故 后 者 是 可 微 的 . 

2.26 定义 BEDS xR? WTR, HCA, 2) 
所 组 成 ， 其 中 ”为 超 平面 五 中 的 向 量 。 Es) Bw HA 
(理由 后 文 有 说 明 )， HAH, ©) ORB) H, 纤维 则 是 RB"*? 
的 n 维 子 空间 . 

7 为 Gps 上 的 一 个 n 维 向 量 空 间 从 ， 我 们 必需 证 明 局 部 
乘积 构造 的 存在 性 ， 设 (p(U), go) 为 Gm 的 一 个 坐标 邻 域 
(4 2.25(a) h BERR). E Mh. plU) x R'a plU) WA, 
(al, ee, DEK (at, +, a)n Q), 其 中 Rp). 这 
是 超 平 面 H 中 的 一 个 向 量 ， 显 然 在 每 一 纤维 上 都 是 同 构 . 
大 的 逆 是 连续 的 , 因为 它 将 Gon XR? HAG CH, (yt, ee, y) 
变 为 p(0) x BY) Ag CH, (yt, e, y). 

2.27 定义 设 上 为 一 向 量 空间 从 ， 如 果 ES AM BE) 
都 是 可 微 流 形 ,并且 局 部 乘积 构造 中 的 同 胚 

U x R">x-1+(U) 
RE BLE AD E, 则 为 一 可 微 向 量 空间 从 ， 

由 此 推出 s, ->B 是 可 微 的 ， 并 且 具 有 最 大 的 秩 ， 注 
意 妖 能 够 可 微 地 嵌入 到 Hop, ABD Bh BP, yO Hy, 
这 一 柑 入 的 法 从 恰好 是 &. 
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可 微 从 的 例子 包括 流 形 的 切 丛 、 流 形 的 法 从 (相对 于 这 个 
流 形 到 另 一 流 形 的 某 一 漫 入 而 言 ) 和 上 述 万 有 从 V EE — 
情形 , EOD) 可 微 地 嵌入 在 Gm X R 中 . 

2.28 定理 设 纪 为 一 个 n 维 向 量 空间 从 . 下 列 条 件 是 
等 价 的 : 

(a) £ 是 有 限 型 的 ; 

(b) 存在 一 个 从 雪人 使 得 所 是 平凡 的 ; 

(O 对 于 某 一 个 p, 存在 一 个 从 映射 iy ORE Y 

称 为 “万 有 从 ”的 原因 .) 

证 明 ”我 们 已 经 证 明了 (a) 蕴含 (b)(2.20), 在 那里 构造 的 
Dh 7? Fe n(e—1) HEA, 其 中 大 是 BCE) = 了 的 覆盖 Us, …, Un 
的 元 素 个 数 , 这 里 的 每 一 个 U MEER: EU 是 平凡 的 . 

DARO: 条 件 (b) 意 味 着 名 可 以 嵌入 于 平凡 丛 卫 从 ) 
XR? 中 , 设 了 为 这 一 舱 入 ， 我 们 希望 确定 下 列 图 表 中 的 9 
利 gz: 

EE — E(y) 


BE) —> Gn 


因为 是 一 个 1-1 OAS, SEFA b R hi n F 
面 H" ASH -E ILA: 令 920) ETE H", 若 eE Ps, 则 
Je) = (六 x), 其 中 % 是 超 平面 "中 的 一 个 向 量 ; 令 g(e) 等 
F Gln x Ret? thy CH", e). W gO EREET Gom x R+ Ay 
一 个 子 集 中 , 这 个 子 集 构成 E. AR g WR, 易 见 9 在 每 
一 个 纤维 上 自动 为 同 构 . 

R TEN g 是 连续 的 . 局 部 看 起 来 , 9g 为 从 UX 到 
Gom X R" HYDE, BUTE E Sd A — PEERY e: U x Be 


° * L05 « 


Mn, n+p; n) x RY? 接 上 一 个 到 Gy, x Rt? 中 的 投射 PXI 
局 部 看 喜来, 了 为 从 UX 局 到 Bx B+? ABR. ex, ort, On 
为 如 的 一 个 基 , 定义 有 (8, w) CA, pf, 2))， 此 处 pa 为 
Bx R"'? 到 它 的 第 二 个 因子 的 投射 ,而 4 为 以 psf O, 6), °°; 
Paf (>, en) 为 其 各 行 的 矩阵 。， 于 是 如 是 连续 的 , 且 (p XxX1)h 等 
Fg. 
(注意 : 逆 命题 (c) AA Cb) 1H BE JA R FEAS HES: TE HA ) 

OAR (a), 根据 紧 致 性 , Go 可 用 有 限 个 邻 域 0 覆盖 ， 
这 些 品 ;满足 条 件 ，>y510: 是 平凡 的 (事实 上 +P) 1/n1p! 
个 邻 域 便 足 够 了 )， 若 fév BARR, WRS Sa U) = 
Vi B， 并 且 |TV, 等 价 于 由 fs:Vr>Gipm 诱 导出 来 的 从 
.8 的 唯一 性 部 分 )。 于 是 引 | 及, 是 平凡 的 (因为 它 由 平凡 从 
中 诱导 出 来 )， 


108。 


§3 Thom 协 边 理论 


8.1 定义 一 个 有 边 n- 流 形 @ 是 一 个 局 部 同上 胚 于 A 
CR" 中 满足 条 件 2 之 0 的 点 % 组 成 的 子 集 ) 的 ”具有 可 数 基 的 
Hausdorff 空间 . 边 88 是 @ 的 子 集 , 由 在 上 述 局 部 同 胚 下 对 
应 于 Br! 中 的 点 组 成 (r+ 是 她 的 子 集 , 由 满足 只 =0 的 点 
om). OQ 是 完全 确定 的 ， 因 为 E 中 的 一 个 开 集 在 它 到 
Re 中 的 一 同 胚 下 的 像 必定 是 开 的 (Brouwer 区 域 不 变性 定 
m). 显然 R 为 一 个 (r 一 七- 流 形 . 

Q 上 的 一 个 可 微 构造 多 是 满足 下 述 条 件 的 定义 在 @ 的 
开 子 集 上 的 一 族 实 值 函数 . E 

1) @ 的 每 一 点 有 一 个 开 邻 域 Zr 和 一 个 从 区 到 AY W 
子 集 上 的 微分 同 胚 为 使 得 了 属于 急 当 且 仅 当 fh E T 
的 . (FEMUR FRE, fh ARNE a AA 
h(U) 4 Be pay —7 4 RE AY A RR. ) 

2) 车 U0 是 一 些 包含 于 了 的 定义 域 中 的 开 集 ， 且 UU 
UU, 则 fIDVE 久 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 包 FED. 

mA, U, 2) PH Q EME RA, 此 外 ,我 们 也 能 够 用 
坐标 系 来 另行 定义 可 微 构造 . | 

在 下 面 3.2 中 ， 我 们 将 要 对 9 增加 一 个 额外 的 要 求 


© 此 处 原文 有 遗漏 ,应 为 “局 部 同 且 于 Ae 中 的 某 一 开 子 集 的 ”一 一 泽 注 
s LOZ 9 


3.2 定义 ik Mı Ms 为 紧 致 的 可 微 eH. 这 两 个 流 
形 称 为 属于 同一 协 边 美 ( 记 作 Mi~Ma)， 如 果 有 一 个 紧 致 的 
可 微 的 有 边 人 m 十 蕊 - 流 形 , 使 得 OQ 与 Mi 与 Ma 的 无 交 并 ( 记 
作 M+ Ma) Ma ARR. 

协 边 关系 的 对 称 性 和 反 身 性 是 明显 的 ， 为 证 明 传递 性 ， 
我 们 对 多 增加 一 个 额外 的 要 求 ， 这 就 是 ，6Q 在 @ 中 有 一 个 
WRU 微分 同 胚 于 68 x [0, 力 ， 并 且 这 个 微分 同 胚 在 6& x 
0 上 是 恒 等 ， 这 本 来 是 多 余 的 , 但 我 们 为 避免 证 明 而 加 以 假 
定 , 传递 性 证 述 如 下 : 

设 人 i 十 Ts 微分 同 胚 于 96:， Mat Ms past UF Qz 
S ha, hha PRN AIA BD ABR. E Qa UQe 中 将 加 (Ms) 的 

.每 一 点 与 这 点 在 hh 下 的 像 等 同 , 于 是 得 到 一 个 新 空间 Q. 
从 而 有 一 个 从 Max (一 二 1) 到 这 个 空间 中 的 同 胚 , 这 个 同 胚 
限制 于 Maxo REF h, HEX Fil, 2, EAM Max 
[0，( 一 了 9 到 中 的 微分 同 胚 。 (这 从 关于 “ 积 邻 域 ”6Q@ x 
LO, 的 假定 推出 , ) 若 将 此 取 为 Q 上 的 一 个 坐标 系 ， 则 Q 
成 为 可 微 的 有 边 流 形 , 并 且 Mi 十 Ms 与 OQ; HAAS AUR, Q 及 
Q: 都 与 Qs 的 子 集 微分 同上 及. 

3.3 定义 像 通常 一 样 , 在 考虑 这 些 协 边 类 时 会 碰 到 某 
些 尿 辑 上 的 困难 ， 如 免 这 些 困难 的 一 个 办 法 是 只 考虑 嵌入 于 
某 欧 氏 空 间 忆 中 的 有 边 流 形 ， 洁 Qs 是 一 个 可 微 的 有 边 流 
Æ, A. Qs 一 2Q1 x [0 1),， 则 按 前 一 节 中 的 办 法 构造 的 空间 Qa 
是 一 个 可 微 流 形 , 所 以 它 可 以 嵌入 到 某 一 欧 氏 空间 中 因此 
Qa 也 可 以 嵌入 到 某 一 欧 氏 空间 中 . i 

加 上 了 上 述 限制 以 后 ,%- 流 形 的 协 边 类 的 集合 在 运算 十 
(无 交 并 ) 之 下 形成 一 个 Abel 群 OEN). ,车 Mi~Mi 且 
Mi~ Ma, XERE M+M, 与 29, 微分 同 胚 ， 于 是 (Mi 十 
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Me) +- (M+ Md) 5 A (QUDA A, Be Mi+ Ma~ M+ 
Ms， 因 而 运算 十 在 协 边 类 上 是 完全 确定 的 ， 零 元 素 是 空 流 
En 维 球 (或 88， 其 中 人 @ 为 任 一 紧 致 可 微 的 有 边 ati) 
流 形 )。 其 余 的 公理 显然 是 满足 的 。 注意 M+M 与 BCMx 
[0, 刁 ) 微 分 同 胚 ,所 以 每 一 元 素 都 是 2 阶 的 . 

EEN 称 为 (不 能 定向 的 ) 协 边 群 ， 令 中 表示 直 各 @ 
WOND- A-AA R, N 到 NH 中 的 双 线性 的 对 称 配 
对 ， 即 由 第 卡 儿 积 运算 诱导 出 来 的 从 WON A RH pe BY E 


太 


JEN e 


首先 , 据 笛 卡 儿 积 的 定义 ，CM1 十 和 Ma) x Ms 一 (Mix Ma) 
十 (Max M). HK, #Mi~0, 即 Mi=0Q, 则 Mx Ms 与 
aQ x M9) 微分 同 胚 , 故 Mi x Mano, 

因为 Mix M2~ MaxM1， 且 因为 有 Mixp~Mi( 其 中 必 
是 一 个 点 流 形 )， 这 个 配对 将 2 作成 一 个 有 单位 的 (分 次 ) 交 
换 环 .实际 上 , 它 是 域 Z。 上 的 一 个 分 次 交换 代数 . 

3.4 注意 Thom 的 一 般 结果 如 下 . 

定理 先 为 一 Za 上 的 多 项 式 代数 ， 并 且 在 每 个 不 等 于 
2 一 工 的 正 维 数 处 ,只 有 一 个 生成 元 . 若 ”为 偶数 , n 维 射影 
空间 就 是 一 个 生成 元 . 

这 一 定型 意 昧 着 存在 紧 致 流 形 M, Mt, M5, …， 使 得 
每 一 紧 致 流 形 都 在 这 些 流 形 的 乘积 的 一 个 无 交 并 的 协 边 类 
中 , 并 且 这 些 生 成 元 没有 关系 (除去 乘积 的 交换 性 和 结合 性 ) . 

Thom 的 步 又 是 证 明 % 与 某 一 空间 鸡 的 第 (人士 食 个 
同 伦 群 同 构 , 然后 再 计算 这 些 同 伦 群 ， 在 这 篇 讲义 中 , 我 们 将 
只 考 虚 这 两 个 问题 中 的 第 一 个 . 

3.5 定义 BAAR M" ER PATA, 
考虑 这 一 舱 入 的 法 从 .根据 R HARRE Riemann pF 
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B, 这 个 法 从 等 价 于 M" 的 切 从 在 Br 的 切 从 中 的 像 的 正 交 
补 (2.16)， 我们 把 这 一 正 交 补 记 为 zs， 定义 。 作 为 从 加 (rv*) 
到 Ree 中 的 典型 映射 , 它 将 M” 中 点 之 的 法 向 量 " BR EY 
终点 (换言之 , 将 RO? 的 切 从 映 到 R 中 的 典型 映射 是 将 点 
2 处 的 向 量 v BR PP* 的 点 z+% 的 映射 ， 这 一 映射 是 可 微 
的 , 它 在 EOS 上 的 限制 便 是 映射 6) 

BM ZBER EO) HEAR ROT. MA 

3.6 定理 Mt LO) thag A FM" E 
Rett 中 一 个 邻 域 . 

证 明 注意。 是 可 微 的 , 并 且 它 在 MC 加 (v*) 的 点 处 的 
秩 为 十 8 计算 。 相 对 于 一 局 部 坐标 系 的 Jacobi 矩阵 即 易 验 
iE). Abbe EO) A M 的 某 邻 域 中 的 秩 为 w+ 到 KE 
E M" 的 点 处 是 一 个 局 部 同 胚 ， 它 将 每 一 个 zxE dr* 的 一 个 邻 
Ik HUBS) je) 的 一 个 邻 域 上 ， 于 是 我 们 求助 于 拓扑 学 
中 的 一 个 引 理 ， l 

车 f, X-Y 为 一 局 部 同 胚 ， 且 7 在 闭 子 集 4 上 的 人 限制 
f| 和 4 是 一 个 同 胚 , 则 了 在 4 的 某 一 邻 域 六 bX, Y 
是 具有 可 数 基 的 Hausdorff 空间 ; 了 是 局 部 紧 的 )， 这 一 引 
FEUER GP 

(1) 当 4 紧 致 时 , 引 理 成 立 ， 因 若 不 然 , 则 有 任意 接近 
FAR oy, 使 得 je) 一 f(y)， 因为 4 有 一 个 紧 致 邻 域 ， 
我 们 可 以 选取 序列 Ea Yn DIAT o yed, HIE on 
Yn M F 一 f(ys)， 因 此 (2) 一 f(y)， 由 于 f 在 4 上 是 一 
个 同 三 ,所 以 wy， 从 而 在 点 2 处 不 是 局 部 同 胚 . 

(2) HA WARMTH, WA 有 一 个 邻 域 Uo， 使 
得 5 是 紧 致 的 ， 并 且 了 是 DoU4 上 的 同 有 是 ， 这 只 要 证 明 上 由 
在 UoU4 上 是 二 十 的 .因为 了 是 局 部 同 胚 ， 根 据 ( 廿 ， 可 设 
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Fo 为 Ao 的 邻 域 ， yjFo 是 1-1 的 . 车 在 Vo 中 没有 Ao 的 邻 
域 满足 前 述 对 于 Uo WER, 则 及 一 4 的 点 的 序列 mw 收敛 
于 wE4o, A fle) f(A). BERR ya EA 18 f(a) =f). 
由 于 了 是 连续 的 ，f (yo) 收敛 于 f(z); BF fe A LE, 
Ya KAF © ALTE nt Yn, 这 与 了 在 点 4 处 是 局 部 同 胚 相 矛 盾 . 

(3) 将 4 表 为 紧 致 子 集 递 增 序列 4iC 4sCC… 的 并 ， 设 
Va 为 A; 的 邻 域 ,满足 条 件 ， 严 : 是 紧 致 的 , 旦 f 在 FUA 上 
是 一 个 同 胚 ( 据 (2))， 假 定 及 为 4; 的 满足 上 述 条 件 的 邻 域 ， 
BRA UA. EBV UAB RRES IE SHEL 
A EBA. 因此 据 (2), 有 一 个 ViU Aus 的 邻 域 了 ai， 使 
Vi ERK, HA SEV UALR. BHAA 
续 进 行 ， 了 在 到 = UViws 是 1-1 的 , FUSEV LOA 
(由 于 了 是 映 上 的 局 部 同 胚 ). 

8.7 推论 Rt 的 任 一 可 微 子 流 形 是 一 个 可 微 的 邻 域 
收缩 核 . 

投射 EOM 诱导 出 (在 e F) 从 rm 中 和 * 的 一 个 
邻 域 到 M 上 的 一 个 可 微 映 射 , 这 一 映射 在 Me 上 是 恒 同 . 

3.8. 定义 REX- HEZEA, BORK S 
TARR EO WIM ERDRE, TORKA ER Thom = 
i], Boo 表示 加 上 去 的 一 点 . 

设 二 有 一 个 Riemann 度量 .在 召 (E) 中 将 长 度 大 于 或 等 
于 8 的 所 有 向 量 等 同 为 一 点 , 把 得 到 的 空间 记 为 T,(E)， 设 
Q(z) 为 一 O” RB, a! (a) >0; 在 w=0 的 某 一 邻 域 中 , w(o) = 
0; 4 ol 时 alwm)->1， 将 向 量 。 变 为 向 量 ea(jelye) 的 映射 
W EE) RAT OH, 这 个 映射 诱导 出 一 个 从 了 ,(6) 到 了 (6&) 
上 的 同 胚 , 并 且 它 在 集合 EL} 上 是 微分 同 胚 , 其 中 BOR 
由 长 度 小 于 的 向 量 组 域 的 集合 ， 这 里 用 到 了 是 紧 致 集 

elit. 


合 这 个 事实 . 

3.9 定义 BRR MRAP Re ee 将 记忆 的 
Riemann 度量 限制 在 vw* 下 ; 据 3.6， 有 "在 关中 的 一 个 
NM ABS BO) WER Bee). 这 样 的 一 个 邻 域 称 
为 M" 的 管状 领域 . 

根据 3.8， 我 们 知道 和 (9 与 在 + 中 将 MM 的 管状 e- 
邻 域 的 外 部 捏合 成 一 点 所 得 到 的 空间 同 胚 . 

我 们 要 用 到 与 可 微 函 数 的 逼近 有 关 的 三 条 避 理 ， 

3.10 引 理 BANWBRE MNT; Of, MR” 
在 4 上 为 可 微 映射 ，8 为 MM 上 的 正 连续 函数 ， 则 存在 g: M 
>R", 满足 条 件 . 

(1) 9 是 可 微 的 ; 

(2) 9 是 了 的 一 个 3- 逼近 i 

(3) g| A=F]A, 

证 明 只 和 需 对 于 m=1 的 情形 证 明 这 一 引 理 . 

HFEA, 了 14 可 以 扩充 为 4 的 一 个 邻 域 NV, PH TTR 
we fe RN, 选取 得 足够 小 , 使 | Po 一 fy) | 过 8) 对 于 
KAR y EN: 成 立 , 

对 于 ”GE 有 一 4， 选 取 z 的 一 个 足够 小 的 邻 域 W。， 使 得 
WEAN YEN. SO -F< U. 对 于 YENWs 定义 
fry) =f). 

F Pa 为 一 可 微 的 单位 分 解 ， 对 于 每 一 个 w pa 的 承载 子 
BETE NHA New. E 

IY) =X gpa OLEON 
容易 验证 9 满足 引 理 的 要求 ，- - 

更 一 般 地 , 有 : 

3.11 引 理 Bf, MoM, 为 可 微 流 形 之 间 的 连续 映 
e112. 


N, CE M 的 闭 子 集 4 上 是 可 微 的 . he) >0 已 给 定 , H 
E Ma 上 给 定 一 个 由 某 个 换 入 MCR 确定 的 度量 ， 则 存在 
9: Mı Mz, 满足 条 件 ， 

(1) 9 是 可 微 的 ; 

(2) 9 是 了 的 s- 有 逼近; 

3) g|A=flA, 

证 明 Re 中 存在 M: ARRU, PE ME URA 
ARR G.T. 令 p 为 从 局 到 形 s。 上 的 可 微 的 收缩 映 
H. ESA Ma 上 的 正 函 数 ， 选 得 使 (2) 的 半径 为 6(2) 
的 立方 体形 邻 域 包含 于 UU 中， 并且 在 p 下 的 像 的 半径 小 于 
ew), Bfr Mi > BR? 为 一 可 徽 喘 射 ， 它 是 了 的 -个 3- 逼近， 
FHE fı A=f | AGRE 3.10). EM gw) =p(fi@). 

8.12 38 设 六 1 一 Ms 为 可 微 流 形 之 间 的 连续 映 
射 ，MWsa 的 度量 是 将 它 检 入 于 某 一 欧 氏 空间 而 得 到 的 ,给 定 
sl), 则 有 一 个 So) 使 得 : E g: MiM Jy SA D-E it, WY 
9 REFF, WEF Äg 之 间 有 一 同 伦 FE, ), HERH: 

(1) 对 于 使 Fo -9@ KE e, Fla, t)=f@), HH 

(2) SFE t, PO, 四 是 了 的 eB, 

证 明 设 U,p 和 56(x) 选 得 同 在 3.11 中 一 样 。 令 g, Mt 
-fs 为 了 的 一 个 SK. 

则 从 g(2) 到 了 (2z) 的 线段 在 上 中 ,所 以 

Fe, t) =p g + (1—t) fm)) 
是 完全 确定 的 ， 从 而 对 于 任 一 个 所 Fæ, OR f(w) 的 -H 
ir. 

3.18 定义 KE A-DRMHRSHM, Hh BOR 
紧 致 的 .m 维 的 ; 令 五 (6 有 一 度量 ,是 将 它 典 入 于 某 一 个 欧 氏 
空间 中 作为 闭 子 流 形 而 得 到 的 CE (ES) 38 — A (on +) HIT 
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给 定 ma T (CE)，o0) 的 一 个 元 素 , 设 这 个 元 内 由 映射 
f: (Cask, OC nin) > (LT E”), co) 
所 代表 , HB Caen WIT ARO, 1J, 而 Cn 为 其 边 . 
KU BR Onr WI FR SABE). S9: U> 
为 fID 的 可 微 的 6- 逼近 , 其 中 6 选 得 满足 6<1, HE Gg 回 伦 
Tf, Bi F t fi iEn. (这 一 点 保证 着 ; BMT oc 
Cnr- U PML Fæ, DSO, RA FRE.) 
HERH AA tk RH h: UE OO Bg, he BE) 
PR BO) 上 是 模 截 正则 的 . RTT Bi k 选 得 足够 
靠近 9， 同 伦 于 9 并 且 对 于 每 一 个 已 同 伦 五 都 是 9 的 二 
逼近 eC Cary —U Bt, BR hw) 一 ce: 这 样 便 将 扩充 到 
Öm ET. MUG RT FOG OX, | 
， ?CBCE)) 是 U BAA MO, EE rn 中 是 
岗 的 ,因而 是 紧 致 的 ， 
REM BEA, onan TE), so) 9 的 同 伦 类 变 为 M" 
的 协 边 类 ， 
3.14 定理 和 是 完全 确定 的 同 态 
证 明 设 A, (Cue xT, nax D> (PE, oo) 为 
h=H œ, 0) 与 hH (e, 1) 
之 间 的 一 个 同 伦 ， 并 设 ho, 加 满足 条 件 : 
(QD hE EE) LETA; i 
(2) hE BCE) LERREMK CG=1, 2), 
我 们 希望 证 明 加 7(B) 与 加 1(B) 属 于 同一 协 边 类 . 
TURE: ISG BY, H (e D-H, 0) >k, 
Hz, t)=H(w, 1). SU=H AVEO) N (Cnn (0, 11, 
WOU Ay RM 的 开 子 集 . KG, USEE A Wey t- 
slis. 


有 逼近,，G 在 闭 子 集 4 LST A, 其 中 
A=U N [Osx (0, 1/4] U (8/4, 1)] 
(H 3.11, He A ESE AG). 

现在 , G 对 于 BOM, A fee RARE MU 
件 (因为 如 和 及 在 B 上 是 模 截 正则 的 )， 故 根据 1.35， 存 在 
一 个 可 微 映射 了 了. UEG, A LST EBELER 
REW, FEE. HFF A Høi 
近 , 如 果 当 (w, t) € (Carex O, 1)) -U M, EM FG, t) = 
也 会 是 连续 的 ， 由 于 五 在 4 上 等 于 五 ,， 如果 当 t=0、 1 时 ， 
EX Fæ, D-H, t), FEZES. AP DE 
为 一 个 有 界 闭 集 是 Case 的 紧 致 子 集 . 

由 于 了 了 IU 在 B 上 是 横 截 正则 的 ， (F\U)7(B) Onir 
x (0, 少 的 可 微 (wn 十 二- 子 流 形 ， 它 与 Oxt 的 交 ， 当 t< 
1/4 时 , 等 于 A (B) x te 3/4, EF AB) xt, 因此 
加 -14(B) 为 可 微 有 边 流 形 ， 其 边 是 加 '(B) 十 加 (8)， FEA 
完全 确定 . . i 

显然 ,和 为 同 态 ， 因 为 在 W 中 的 和 是 由 作为 代表 的 流 形 
的 无 交 并 诱导 出 来 的 . 

3.15 定理 EFATHA Ym HP k>nt+l, men, 
则 A; tnis T (yin), 20) >N" 是 映 上 的 . 

EA RM ARR n E kenti. HE MK 
AF Cpau(L.82);  v¥ NR RARE. EONA Riemann 
度量 是 由 Rare AIEI MA Co” 包含 对 其 中 ) 上 的 自然 内 积 诱 Sm 
来 的 ， 
根据 3.6, 对 于 小 的 a， BONM FM Ba 4) 4 5 M" E 
Ons PH —- TERE RADA: 令 U 为 Be) RR. 

令 pi 为 从 Case 到 Case 中 将 Oni- U 等同 为 一 点 出 得 
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到 的 空间 ( 记 作 CC 一 D) 上 的 投射 . 

& pa IK U BE”) ES A, HEM EOE 
Te") PARR, PRN SA TO”) PARE Se 的 向 
量 而 得 到 (3.8)， 然后 扩充 ps, 将 Cutx 一 U BH 00, 

令 ps 为 在 3.8 hH a MT. (e*) By T O) EK AE. 
复合 上 映射 pappi WM U I) Hv") LS wR. 

最 后 ， 令 is 为 从 于 到 7% 中 的 从 映射 ， 它 由 MY* 在 Rty 
Chnts 中 的 捞 入 诱导 而 得 .因为 两 者 的 纤维 都 是 维 , 这 一 
映射 对 于 Ge 而 言 , Æ M 的 每 一 点 处 满足 横 截 正则 性 条 件 . 
将 Pps 按 显然 的 方式 扩充 为 从 了 Cv”) 到 工 (y%) 中 的 映射. 

令 G=PsPspapi, M g; ôC. 4 uM) 表示 g 在 
maT OR), O) RREK. 9 在 Gu 上 是 机 截 正 则 的 , H 

=J” (Gim). WHEN: M" 的 协 边 类 是 MY 在 入 下 的 
像 , 故 Au M") = [M]. 

8.16 定理 车 如 为 万 有 从 VW， 其 中 hn 二 2, m>n, 
则 入 是 一 对 一 的 . 

.. 证明 给 定 tac PO), coo) 的 一 个 元 素 ， 我 们 可 以 假 
设 它 由 一 个 在 "1( 召 ) 上 是 可 微 的 、 且 在 Gm 上 是 横 截 正则 的 
映射 

f: (Catr CD 一 (全 (Yh), ©) 
所 代表 (根据 3.13)， 令 Mf (Gin), REISA M” 
是 一 个 有 边 (r 十 1)- 流 形 @ 的 边 , 则 了 f 同 伦 于 常 值 决 射 . 

M" JI Onr FRE: 令 其 法 从 为 v*, 设 。 HET Bev") 
与 M" 的 2e- 邻 域 微 分 同 胚 ， 令 D。 为 EL") 中 诸 向 量 的 像 . 
在 Ym 上 加 一 Riemann 度量 ; PEO YE HH OE YF oe Ev), 
HEE He |f (wm)1>6. 

第 工 步 . f 同 伦 于 一 个 映射 fy 满足 条 件 ， 
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(D fi EST (E) EATS, FE Go 上 是 横 截 正则 的 ; 

(2) E M= (Ga) 上 ffs 

(3) 户 将 Us 之 外 的 点 变 为 oc. 

用 等 式 Fe, t) =ea(tlel/d) EX F; Hn) xI >T (Yn), A 
中 < 是 在 3.8 中 定义 的 函数 . 令 万 (o) =F E), D. 

第 2 步 . 根据 Us 与 Ea 微分 同 胚 ， 万 诱导 出 一 个 从 
Ee) 7 POD fr, ER OCB.) 变 为 co. 保持 ACE) 
ABH co 的 fi 的 任 一 同 伦 诱导 出 :的 一 个 同 伦 . 

于 是 fa 同 伦 于 满足 下 列 条 件 的 一 个 映射 fa. 

(D) fa Æ Ja (E) LADEN, FE Gms 上 是 模 截 正则 的 ; 

(2) Æ M= fa (Gar) 上 fam fa 

(3) 在 MM" 的 某 一 邻 域 中 , fo 局 部 地 是 一 从 映射 . 
同 伦 保持 将 8(8。) 变 为 cc. 

考虑 用 等 式 Ge, t) = fi (te) /f ELH R Y G, E0) x 
I>T Yn). 4t-0n, Ge, HARR, Het, 此 极限 非 
零 ( 因 为 户 是 可 微 的 且 横 截 正则 的 ). 易 见 ， 它 是 一 个 从 喘 
射 、 但 这 还 不 能 满足 我 们 的 愿望 , BACAR OCH.) xT as 
为 cc。 选取 5>>0,， HAY ec CHO), iEI 时 , Jel >s AE 
IG@, D) |>8, HEX H(e, )H=[4, Hla(|4e, |/d), 
车 设 fo=H(e, 0), WH lel RN, fo 为 一 从 映射 (因为 当 
很 小 时 ， a(%w) 三 1)， 映 射 五 (6, D=fila(l fr 173) 不 
等 于 fo BERET 广 ， 且 这 一 同 伦 保持 将 8( 如 .) 变 为 co. 
这 一 同 伦 是 由 等 式 K (e, 引 =Ji(e)a(t|fi(@)1/6) 来 定义 的 ， 
如 在 第 工 步 中 所 作 的 那样 . 

第 3 步 . 设 @ Sy (n+1) HE, 使 使 得 M"=0Q. Ah 
为 从 M" x [0, 已 到 驴 中 的 一 个 微分 同 胚 ， 它 将 下 "x0 变 到 
E, FER Ms: Q->Corx 工 如 下 ; 
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s=h(y, ©, Herp yE M” H OO<t<1/2, > 
hæ =(y, d. 

若 z 不 属于 的 像 ， 令 有 加 (w) =p, HP pz Crn x 
某 一 固定 的 内 点 . 

若 % 一 hl(y, t), Hp y EM” B1/2<i<i, > 

hy (@) = -Lha (y, 1/2) +B Op, 

其 中 BO A— Cr mR, BO) 20, 在 t=1/2 的 一 个 邻 域 中 ， 
BO 的 =0 t=1H—-P BR ROHL h A KM inta 到 
Int (Cn DT) Pi — A AR H. 及 在 88 的 一 个 分 域 中 
是 1-1 WBA. AA dim (Cy,x1)>2m4+1), h 可 以 用 在 
I 的 一 个 邻 域 中 等 于 加 的 11 的 浸入 加 逼近 (根据 1.29). 
ERAP FEKA Q B Onte X I RRRA (H D Q E R K RS, 
一 个 1-1 RRA BSE — PRA). 在 此 把 @ 认 作 | Cain 
工 的 子 集 . 

第 4 步 ， 有 一 个 从 Ona, x0 BY PO) ADR fa 当 限 
i M" x 0 £E One XO 中 的 一 个 小 的 管状 邻 域 时 ， 它 是 一 个 
从 映射 。 当 5 很 小 时 , 我 们 用 显然 的 方式 将 它 扩充 于 Cri x 
[0, b). Be FEM Q FE Cau XT HRY 3’ Shit NV BI Ti) 
的 一 个 映射 9 它 在 的 在 Crxx 工 中 的 某 个 邻 域 中 等 于 fo, 
BL N—Q BERRA E (yn) ARS ee. 从 而 本 定理 
证 出 , 设 0 ER. A eag WER >s/2, 则 lg (2) | 
20, REM gr: Cars X IT (Ya) E 5 @, 3) EN BY, gŒ, 8) 
=g (w, sa(|g(@, 91/5); 在 其 它 情 形 , æ, s) =, H g 
在 Care X 0 上 的 限制 不 等 于 fs, 但 根据 在 第 2 步 最 后 用 过 的 
同样 的 技巧 , 它 同 伦 于 fo. g BEE ARE TORY ME. 

为 了 证 明 扩 充 9 的 存在 ; :我们 参照 Steenrod 的 书 《纤维 
M>(Fibre Bundles, Princeton Press, 1951), Heb BAY § 19.4 
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和 19.7, 与 yh 相关 联 的 主 从 为 mw- 万 有 从 ， 此 即 ， 给 定 一 个 
EB <n 的 复 形 上 的 向 量 空间 从 如 ， 任 一 从 从 如 在 一 子 复 
形 上 的 限制 到 yn 的 从 映射 能 够 扩充 到 EE RIRE EM 
QHR=AMD, OAR nt le<m iy. AM QW 
从 六 在 OQ 的 多 夯 体 领域 上 的 限制 到 7y% PEJE JA IR Sy BE 
够 扩充 到 v* 上 . 

对 映射 fo 应 用 这 一 结论 便 完 成 了 3.16 的 证 明 ， 

设 Ty, ÆR Thom 空间 了 (YW CT ings) Co 的 并 ， 按 
Biot. 定理 3.,15 和 3.16 AS PAH: 

3.10 定理 krr? kj, PWR RAT fa 
定 同 伦 群 wares). | 
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